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Vorwort des Übersetzers. 



Vor kurzem erschien ein Büchlein „Initiation 
mathematique" von Dr. C. A. Laisant, Professor an 
der ficole Polytechnique in Paris, das schon durch 
den Vermerk auf dem Titelblatte „Ouvrage etranger 
ä tout Programme" und den Beisatz „dedie aux amis 
de Penfance" seine Kampfesstellung zur Schau trug und 
seine Tendenz verriet. Vollends ließ die — hier in Über- 
setzung folgende — Vorrede keinen Zweifel über die 
Anschauungen und Absichten des Verfassers. Er wendet 
sich gegen die bisherige Unterrichtsmethode, die nur ge- 
eignet sei, das Kind zu langweilen und zu quälen und ihm 
die Lust am Lernen und die Freude am Gegenstande zu 
verleiden. Man solle die Unterrichtsstunde — es handelt 
sich um 4- bis 11jährige Kinder! — zu einer Art Spiel- 
stunde gestalten^ das Kind unterhalten, es gar nicht 
merken lassen, daß man es unterrichte, soll seine natürliche 
Wißbegierde beim Unterrichte heranziehen, sein Interesse 
wecken und wachhalten; sobald das Interesse zu erlahmen 
und sich Müdigkeit einzustellen beginnt, sei der Unterricht 
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sofort abzubrechen oder auf etwas anderes zu richten. 
Weiter müsse sich der Erzieher in die Individualität des 
Schülers vertiefen und danach seinen Lehrvorgang ein- 
richten, um die geistigen Kräfte seines Zöglings entwickeln 
zu können. 

Sind diese vortrefflichen Leitsätze vornehmlich für 
tlen Einzelunterricht bestimmt — der Verfasser wendet 
sich zunächst an die Eltern, zumal die Mütter — so sind 
sie und ihre Ausführung, die der Verfasser eben in dem 
vorliegenden Buche gibt, doch für jeden Fachmann und 
Jjehrer von großem Interesse; sie sind geeignet, auf den 
Rechenunterricht — und nicht nur auf den ersten ~ 
befruchtend einzuwirken, Anregungen zu geben und in der 
Frage der Unterrichtsreform, die jetzt allenthalben auf 
der Tagesordnung steht, mitzusprechen. Der Verfasser 
hat wohl zunächst Kinder im zarten Alter vor Augen, 
aber vieles wird sich auch für den späteren Unterricht 
verwerten lassen, ja manches wird dann erst mit echtem 
Vergnügen aufgenommen werden, so daß das Büchlein, 
auch abgesehen von seiner pädagogischen Tendenz, seinem 
Inhalte nach eine wertvolle Gabe des als Schriftsteller 
auf mathematisch-didaktischem Gebiete und als Heraus- 
geber der Zeitschrift „L'enseignement mathematique" 
bekannten Verfassers darstellt. 

Ich möchte der Widmung auf dem Titelblatte getrost 
hinzufügen „und allen Freunden der Mathematik'*. Wegen 
dieser Vorzüge des Büchleins, und da sich die Schäden, 
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die der Verfasser geißelt, zum Teil auch bei uns finden,, 
entschloß ich mich, das Werkchen ins Deutsche zu über- 
setzen und mit einigen Zusätzen zu versehen, wenn schon 
naturgemäß nicht alles auf deutsche Verhältnisse paßt 
und ich auch nicht mit allem und jedem einverstanden 
bin. Für den großen Erfolg, den das Buch in Prankreich 
gefunden hat, sprechen die zahlreichen Anerkennungs- 
und Zustimmungskundgebungen, die dem Autor aus Eltern- 
und Unterrichtskreisen zugekommen sind, sowie der Um- 
stand, daß das Büchlein bereits in dritter Auflage vor- 
liegt. Möge ein gleich günstiger Erfolg auch der deutschen 
Ausgabe beschieden sein! Möge dieselbe Lehrern und Er- 
ziehern, Fachleuten und Laien Freude bereiten und bei- 
tragen zur Befreiung unserer Kinder von Zwang und 
Quälerei ! 



Vorrede des Verfassers. 



Dieses Werkchen enthält die Ausführung jener Grund- 
sätze, die ich seinerzeit in einem Vortrage aufgestellt und 
auch veröffentlicht habe^). Als ich von vielen Seiten auf- 
gefordert wurde, diesen speziellen Punkt des großen Er- 
ziehungsproblems näher auszuführen, entschloß ich mich 
dazu angesichts der Beharrlichkeit, mit der man fortfuhr, 
die jungen Gehirne zu verbilden. Der Rettung der Jugend 
gilt es, wenn ich mich an alle Eltern — besonders die 
Mütter — und Erzieher wende. Von der ersten Kindheit 
an bis zum Beginne des Studiums — sagen wir vom 4. 
bis zum 11. Lebensjahre — könnte man dem Kinde zehn- 
mal so viel im Rechnen beibringen als jetzt, und zwar in 
unterhaltender anstatt quälender Weise. 

Die folgenden, so verschiedenen, wenn auch nicht aufs 
Geratewohl zusammengestellten Kapitel bilden jedoch nicht 
einen vollständigen Lehrgang; sie sollen nur ein Führer 
in der Hand des Lehrers sein, dem er nicht sklavisch 



1) L'^ducation fondee sur la science. 1905, Paris, 
Alcan. 
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folgt, sondern aus dem er nur Anregungen schöpft, und 
der nicht seine sonstigen pädagogischen Qualitäten über- 
flüssig macht, als deren wichtigste ich Geduld und 
psychologische Urteilskraft ansehe; ein Leitfaden, 
der ihn nicht der Pflicht entbindet, das Gehirn, das er 
entwickeln soll, beständig zu studieren. Bald wird man 
vorwärtsgehen, bald stehen bleiben oder zurückgreifen 
müssen. Gefährlich wäre es, allzu schnell vorzugehen, 
bevor das Vorausgehende genügend verstanden ist. 

Man halte sich nicht streng an die folgenden Aus- 
einandersetzungen; man verarbeite sie individuell. Nur 
das Eine muß unverrückbarer Grundsatz und Leitstern 
bleiben: das Interesse des Kindes zu wecken, es zu unter- 
halten, es nichts mechanisch auswendig lernen zu lassen. 
Dann wird es bei einiger Intelligenz mit 11 Jahren mehr 
mathematisches Verständnis besitzen als jetzt neun Zehntel 
unserer Abiturienten. Und was noch wichtiger ist, es wird 
Freude und Lust am Lernen gewinnen. 

Diese Unterrichts- oder besser Spielstunden dürfen 
nicht zu lang ausgedehnt werden, niemals über jene 
Grenze, wo die Aufmerksamkeit zu erlahmen, die Wiß- 
begierde zu erlöschen beginnt, wenn man schädliche Folgen 
vermeiden will. 

Es wäre wünschenswert, daß ähnliche Versuche auch 
für die Physik und die Naturwissenschaften unternommen 
würden. Hier wäre die Aufgabe wegen der Anschaulichkeit 
des Gegenstandes noch leichter. Vielleicht würden dann 
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Generationen erstehen, die, von der Zwangsjacke, in der 
die früheren staken, befreit, der Menschheit in ver- 
schwenderischer Fülle die Schätze eines Geistes spenden 
könnten; den man sich frei hat entfalten lassen. 

Das vorliegende Buch hat nichts mit den sogenannten 
„mathematischen Unterhaltungen" gemein, über die es 
eine Menge guter Werke gibt, von denen nur folgende 
erwähnt sein mögen: „R^creations mathematiques" 
und „PArithmetique amüsante" von Ed. Lucas und 
die Werke von Rouse BalP) und Fourrey. 

In den mathematischen Unterhaltungen — der 
Name sagt es schon — handelt es sich um die Anwendung 
der bereits bekannten Lehren der Mathematik auf ver- 
schiedene amüsante Aufgaben, Spiele u. dgl. m.; und es 
ist oft genug schon eine nicht geringe mathematische 
Ausbildung nötig, um nur die beigegebenen Erläuterungen 
zu verstehen. 



^) Mathematical recreations and problems of 
past and present times. 

Ferner: 

Bachet de Meziriac: Probl&mes plaisants et 
»delectables, qui se fönt par les nombres; 

Riecke: Mathematische Unterhaltungen; 

Ahrens: Mathematische Unterhaltungen und 
Spiele; 

Derselbe: Scherz und Ernst in der Mathematik; 

Schubert: Mathematische Mußestunden (mit zahl- 
reicher Literaturangabe). (Zus. d. Übers.) 
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Hier dagegen ist es gerade umgekehrt. Wir be- 
dienen uns der amüsanten Darstellung als pädagogisches 
Mittel, um die Wißbegierde des Kindes zu wecken und 
ihm auf diese Weise mühelos die ersten wesentlichsten 
mathematischen Begriffe beizubringen. Dem scheinbaren 
Durcheinander der verschiedenen behandelten Gegenstände 
liegt eine gewisse planmäßige Ordnung zugrunde. 

Unsere „Einführung" ist somit durch die „Unter- 
haltungen" nicht überflüssig gemacht; vielmehr haben 
beide ihre Daseinsberechtigung. Im Laufe ihrer Studien 
können die wißbegierigen Schüler mit Nutzen an die 
Lektüre größerer Werke herantreten, die sie dann, in der 
Erinnerung an die Spiele der Kindheit, verstehen und aus 
denen sie neue Ideen schöpfen werden, die ihren Verstand 
schärfen und vervollkommnen werden. 

Jenen, die unterhaltende Mathematik als ihrer nicht 
würdig erklären, genügt es zu antworten, daß die größten 
Gelehrten es nicht verschmähten, sich damit zu beschäftigen. 
Und wenn hie und da unsere Mathematik uns ein Lachen 
entlockt, um so besser; denn nach einem berühmten 
Worte Rabelais' ist „Lachen das Vorrecht des Menschen". 

Schließlich werden wir uns zu trösten wissen, wenn 
die Oberpädagogen nicht mit uns einverstanden sind. 
Diese, denen das Wort „unterrichten" gleichbedeutend ist 
mit „langweilen" und manchmal auch „quälen", sind 
wahrhaft gemeingefährlich und es ist an der Zeit, daß 
ihre unselige Herrschaft ein Ende nehme. 
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Ich habe hierbei zunächst Frankreich im Auge, 
aber das Übel ist nicht auf die Grenzen unseres Landes 
beschränkt. Allenthalben muß man sich vom Zwange der 
Lehrpläne befreien, wenn man die Jugend befreien will. 
Überall wo man es gut mit ihr meint, muß man sich auf 
die Anfeindung einer Verwaltung gefaßt machen, die es 
als ihre Aufgabe zu betrachten scheint, die geistige Ent- 
wicklung der Jugend zu hemmen. 

Noch eine letzte, beinahe überflüssige Bemerkung. 
In den Händen des Kindes wäre dieses Buch zwecklos, ja 
fast gefährlich. Es ist für den Erzieher, ganz allein für 
den Erzieher, bestimmt, um ihm als Führer zu dienen. 
Wohl aber kann dem Schüler später, wenn er schon 
mitten drin im ernsten Studium steht, die Lektüre des- 
selben bisweilen von Nutzen sein, indem sie ihm gewisser- 
maßen einen Rückblick auf die Entwicklung seines jungen 
Geistes gewährt. 
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1. Die Striche. 

Eine der ersten Fähigkeiten, die man beim Kinde, 
sobald seine Gehimtätigkeit erwacht, entwickeln soll, 
ist die Anlage zum Zeichnen. Fast stets zeigt es 
von Natur aus Lust dazu, man muß es nur ermutigen, 
und zwar lange bevor man daran geht, es im Lesen und 
Schreiben zu unterrichten. 

Zu diesem Behufe gibt man ihm eine quadrillierte 
Schiefertafel oder ein ebensolches Blatt Papier und einen 
Stift, später, wenn es geschickter geworden ist, eine Feder 
zwischen die kleinen Finger und läßt es einfach Striche 
ziehen, nicht die geneigten Schulstriche, welche die Schräg- 
schrift vorbereiten sollen, sondern anfangs von oben nach 
unten, später auch von links nach rechts, stets in gleichen 
Abständen, senkrechte und wagrechte Striche, wie 
es Fig. 1 und 2 zeigen: 

Fig. 1. Senkrechte Striche. 



Laisaut, Einführung in die Mathematik. 
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Fig. 2. Wagreohte Striche. 



Schritt für Schritt läßt man es längere Striche ziehen, 
auch zwischen den Linien der Quadrate, sowie schräg in 
allen möglichen Richtungen. Hierauf lehrt man es aus 
kürzeren und längeren Strichen verschiedene Figuren zu- 
sammensetzen. Davon wird noch die Rede sein. 

Später läßt man es sowohl mit Lineal und Zirkel 
als auch mit freier Hand allerhand krummlinige Figuren 
zeichnen. Diese Übungen, die ebenso die Geschicklichkeit 
der Hand wie das Augenmaß entwickeln, müssen während 
der ganzen Erziehungsperiode gepflegt werden. Doch dürfen 
sie immer nur angeregt, niemals aufgezwungen werden. 
Sowie sie aufhören, ein Spiel zu sein, verfehlen sie ihren 
Zweck. Man lasse das Kind auf seiner Tafel kritzeln oder 
einige Bogen Papier verschmieren. Man leite es durch 
Ratschläge, es wird oft Fragen stellen, aber wenn es 
genug hat, lasse man es etwas anderes anfangen. Es ist 
dies unbedingt nötig, um seinen Eifer und seine natürliche 
Wißbegierde rege zu erhalten und Ermüdung und Lang- 
weile zu vermeiden. 

Es ließe sich allein ein Buch über diesen ersten 
Zeichenunterricht schreiben, ebenso über das Lesen und 
Schreiben, das dem Zeichnen folgen soll. Doch liegt dies 
außerhalb meines Gegenstandes. Aber aller Unterricht, 



sofern er sich an Kinder wendet, sollte unter dem Scheine 
des Spieles erfolgen, sollte die Freiheit des Kindes 
wahren und ihm die Illusion (falls es eine ist) gehen, 
daß es seihst die Wahrheiten erfindet^ die man ihm vor 
Augen führt. 

Was nun das Alter betrifft, in welchem man mit 
dem Zeichenunterrichte und parallel damit auch mit den 
mathematischen Anfangsgründen beginnen soll, darüber 
läßt sich natürlich keine allgemein giltige Regel aufstellen. 

Im allgemeinen kann man wohl sagen, daß gewöhnlich 
mit 3^2 ^is 4 Jahren das Kind bereits das Verlangen 
zeigt, den Bleistift zu handhaben, und ich behaupte, daß 
es leicht ist, dem Kinde bei normaler geistiger Veranlagung 
bis zum lO. oder 11. Lebensjahre den ganzen folgenden 
mathematischen Lehrstoff beizubringen. 

Vielleicht wird mancher Schüler ein paar Jahre 
später Lust bekommen, dieses Büchlein, das vorläufig nicht 
für ihn bestimmt ist, zur Hand zu nehmen. Sein durch die 
vorangegangenen Studien geschärfter Verstand, nunmehr 
bewußter Überlegung fähig, wird dann sicher manches 
darin finden, was ihn zum Nachdenken anregt. 

Am Schlüsse dieser allgemeinen Bemerkungen will 
ich noch, um unnütze Wiederholungen zu vermeiden, Eltern 
und Erzieher auf eine gefährliche Klippe beim ersten 
Unterrichte aufmerksam machen; es ist dies die miß- 
bräuchliche Übung des Gedächtnisses, ein häufiger und 

doch so verderblicher Fehler unserer jetzigen Unterrichts* 

1* 



methode. Wenn man dem Kinde Wörter eintrichtert und 
es zwin^, diese oft und oft zu wiederholen, verbildet man 
sein Gehirn, ertötet seine natürlichen Gaben und erzieht 
ganze Geschlechter von Wesen ohne Tatendrang, ohne 
Wißbegierde, ohne Willenskraft, vollgestopft mit unver- 
standenen Formeln, verschüchtert und entmutigt. 

Wer seine Kinder und diejenigen, die man ihm an- 
vertraut hat, liebt und wünscht, daß sie stark und gut 
werden, der muß auf die Erziehungsgrundsätze jener 
Männer zurückgreifen, die zugleich groß von Geist und 
von Herzen waren, wie La Ghalotais^), Pröbel^), Pesta- 
lozzi^), Comenius^) u. a. 

Diese Wohltäter der Menschheit sollten in allen 
Ländern der Welt Standbilder haben und ihre Namen 
sollten in goldenen Lettern an allen Schulen prangen. 

2. Von Eins bis Zehn. 

Sobald das Kind eine gewisse Geschicklichkeit im 
regelmäßigen und raschen Ziehen der Striche erlangt hat. 



La Chalotais, geb. zu Rennes (1701 bis 1785), Ver- 
fasser von Essai d'^ducation nationale. 

2) Fröbel, Pädagog, geb. zu Oberweißbach (1782 bis 1852), 
Gründer der Kindergärten. 

«) Pestalozzi, Pädagog, geb. zu Zürich (1746 bis 1827). 

*) Comenius (Komensky), Pädagog, geb. zu Üng.-Brod 
in Mähren (1592 bis 1670). (Zus. d. Übers.). 



— ö — 



wird man es anhalten, dieselben während des Zeichnens 

zu zählen, indem es der Reihe nach die Wörter eins, 

zwei, drei, vier, fünf, sechs, sieben, acht, neun, 

zehn ausspricht. 

In der Folge läßt man nach Fig. 3 und 4 Gruppen 

von Strichen bilden 

Fig. 3. 



eins zwei 



drei 



vier 



fünf 



sechs 



sieben 



acht 



neun 



zehn 



Fig. 4. 
eins zwei drei vier fünf sechs sieben acht neun zehn 
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und die zugehörigen Zahlen lesen: 

eins, zwei .... zehn senkrechte Striche (Fig. 3), 
eins, zwei .... zehn wagrechte Striche (Pig. 4). 

Nun legt man in gleicher Weise Gruppen von Bohnen, 
Getreidekömem, Spielmarken u. dgl. Dingen auf den Tisch 
und sagt jedesmal dazu: 

eins, zwei .... zehn Bohnen, Körner usw. 

Sind diese Übungen, wobei unter diesen Dingen auch 
Schafe, Hunde, Menschen u. dgl. vorgestellt werden können, 
durch häufige Wiederholung dem Kinde vertraut geworden, 
wird man ihm schließlich sagen können, daß die ge- 
brauchten Ausdrücke, wie drei Striche, sechs Körner, acht 
Schafe u. dgl., Zahlen und zwar konkrete (benannt«) 
Zahlen sind. 

Hat das Kind eine Gruppe von fünf Strichen, eine 
andere von fünf Bohnen, eine von fünf Spielmarken be- 
trachtet, eine Gruppe von fünf Hunden oder von fünf 
Bäumen sich vorgestellt, kann man ihm sagen, daß in 
allen diesen verschiedenen Fällen das Wort fünf (ohne 
weiteren Zusatz) eine Zahl und zwar eine abstrakte 
(unbenannte) Zahl ist, deren man sich bedienen kann, 
um jede andere Gruppe von gleich vielen Gegenständen, 
Esel, Sessel, Häuser u. dgl., zu bezeichnen. 

In kurzer Zeit wird das Kind ohne Zögern von eins 
bis zehn zählen können, gleichviel was für Gegenstände 
es sind. Es wird auch gut sein, es daran zu gewöhnen, 
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die Zahl der Gegenstände, Bohnen oder Spielmarken, die 
man ihm plötzlich vorlegt, mit einem Blicke rasch zu er- 
fassen, ohne sie erst zu zählen. Dabei wird es jedoch 
nötig sein, mit sehr kleinen Zahlen zu beginnen und 
langsam fortzuschreiten. 

3. Die Zündhölzchen oder Stäbchen; 
Päckchen und Bündel. 

Außer den schon genannten Gegenständen, die ge- 
eignet sind, dem Kinde den Begriff der konkreten Zahl 
verständlich zu machen, gibt es noch andere, die wir nicht 
genug empfehlen können und deren Verwendung nach 
unserer Meinung unerläßlich ist. Es sind dies kleine Holz- 
stäbchen von gleicher Länge, etwa Zündhölzchen ohne 
Köpfchen. Sie stellen uns die auf der Schiefertafel oder 
im Zeichenhefte gezogenen Striche vor. 

Sobald das Kind bis zehn zählen kann, soll es aus 
einem Häufchen dieser Stäbchen nach und nach zehn 
Stück neben sich legen, zu einem Päckchen vereinigen 
und mit einer der bekannten und bequemen Kautschuk- 
schlingen umwickeln. 

Man sagt ihm dann, daß dieses Päckchen von zehn 
Stäbchen ein Zehner genannt werden kann. 

Solche Päckchen läßt man es hinreichend viele 
machen, wobei man e& beaufsichtigt; hat es sich geirrt, 
muß es seinen Fehler verbessern. 
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Hierauf zeigt man ihm zwei dieser Päckchen und 
sagt, indem man dabei die Päckchen auf- und wieder 
zusammenbindet, daß die Anzahl aller Stäbchen zusammen 
zwanzig heißt, also: 

ein Päckchen sind zehn Stäbchen, 
zwei Päckchen sind zwanzig Stäbchen. 

Indem man hierauf drei, vier .... neun Päckchen 
nimmt und ebenso verfähr 1, zeigt man, daß 

drei Päckchen dreißig Stäbchen 



vier 
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Vierzig 
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fünf 
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fünfzig 
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sechs 
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sechzig 
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sieben 
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siebzig 


n 


acht 


n 


achtzig 


» 


neun 


n 


neunzig 


» 



sind. 

Hat das Kind das alles erfaßt, so nehmen wir zum 
Schlüsse zehn Päckchen, binden sie mit einer Gummi- 
schlinge zusammen und nennen es ein Bündel. Man er- 
klärt, daß ein Bündel ein Hunderter ist, daß die Zahl 
der in dem Bündel vereinigten Stäbchen hundert heißt, 
so daß, weil zehn Päckchen ein Bündel bilden, zehn 
Zehner ein Hunderter sind. 

4. Von Eins bis Hundert. 

Indem man blindlings eine Handvoll Stäbchen (jedoch 
weniger als hundert) nimmt, schlägt man dem Kinde vor. 



sie zu zähleo. Zu diesem Zwecke läßt man es so viele 
Päckchen (zu zehn) als möglich anfertigen, bis nicht mehr 
genug Stäbchen für ein Päckchen vorhanden sind. Es lege 
nun die gebildeten Päckchen links, die übrig gebliebenen 
Stäbchen rechts neben sich. Hierauf soll es die Zahl der 
Päckchen und die der Einzelstäbchen gesondert aussprechen. 
Wenn es schließlich die beiden Zahlen in eine vereinigt, 
hat es die Gesamtzahl aller Stäbchen. 

Es hätte z. B. drei Päckchen gebildet und acht 
Stäbchen seien ihm übrig geblieben. Mit einem Blicke 
nach links wird es dreißig, mit einem Blicke nach rechts 
acht, also ohne Unterbrechung dreißig acht (achtund- 
dreißig) sagen. 

Nachdem diese Übung mit einer wechselnden Anzahl 
von Stäbchen oft wiederholt worden ist, nehme man ein 
Bündel, löse es in die einzelnen Stäbchen auf und lasse 
diese der Reihe nach zählen: eins, zwei, drei .... bis 
zehn. Diese, welche ein Päckchen bilden, lasse man ]inks 
hinlegen (ohne sie zusammenzubinden) und fährt nun fort 
zu zählen: elf, zwölf, dreizehn, vierzehn, fünfzehn, 
sechzehn, siebzehn, achtzehn, neunzehn^); ein weiteres 
Stäbchen vervollständigt nun ein zweites Päckchen, das 
man wiederum links hinlegt, wobei man zwanzig sagt. 



9 Anfangs kann man auch einszehn, zweizehn . . . sechs- 
zehn, siebenzehn . . . zählen lassen, was logischer und dem 
Kinde verständlicher ist. 
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So verfährt man bis zum neunten Päckchen. Nachdem 
man das neunte der noch übrigen Stäbchen unter der 
Bezeichnung neunundneunzig weggelegt, ergreift man 
das letzte und legt es nach links, indem man dabei 
hundert sagt. 

Nichts hindert natürlich, dem jungen Schüler zu 
sagen, daß er jetzt von eins bis hundert zählen gelernt 
hat. Man kann ihm auch sagen, daß, wenn er z. B. drei- 
undsiebzig Stäbchen sagt, dies eine mündliche, und 
wenn er sieben Päckchen links und drei Stäbchen rechts 
hinlegt, dies eine bildliche Zählung ist. Er wird sich 
dann um so gelehrter vorkommen, als er noch keinen 
Buchstaben und keine ZifiTer schreiben oder lesen kann. 
Aber er zeichnet Striche, er hat Augen, bedient sich ihrer, 
um zu sehen, und beginnt zu verstehen, was er sieht und 
was er tut. 

Wir können nunmehr Stäbchen von eins bis hundert 
zählen, müssen uns aber auch gewöhnen, andere Gegen- 
stände in gleicher Weise und schließlich auch aus dem 
Kopfe, ohne sie wirklich vor Augen zu haben, zu zählen. 
Es ist dies der Beginn des für das Leben so wichtigen 
Kopfrechnens, das sich schon in der frühesten Jugend 
mit Leichtigkeit üben läßt, wenn man mit ganz einfachen 
Sachen anfängt und schrittweise zu schwierigeren fort- 
schreitet. 

Aber das ist noch nicht alles; man muß auch um 
zwei weiterzählen lernen. 
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Beginnt man bei zwei (vier, sechs ... bis hundert), er- 
hält man die geraden; beginnt man bei eins (drei, fünf... 
bis neunundneunzig), erhält man die ungeraden Zahlen. 

Hierauf muß sich das Kind im Weiterzählen um 
drei und vier üben, anfangs bei eins, später bei einer 
beliebigen Zahl beginnend. 

Alle diese Übungen werden zuerst an wirklichen 
Gegenständen — Stäbchen — dann im Kopfe ausgeführt 
und können in vielfacher Abwechslung fortgesetzt werden, 
so lange das Kind nicht ermüdet oder davon gelangweilt 
wird. Auch später wird es ^t sein, von Zeit zu Zeit 
wieder darauf zurückzukommen, selbst dann, wenn es 
schon tiefer in die Wissenschaft eingedrungen ist. 

5. Die Additionstafel. 

Wir legen von links nach rechts auf den Tisch der 
Reihe nach ein, zwei, drei ... bis neun Stäbchen, die 
einzelnen Gruppen durch Zwischenräume getrennt. Unter 
das eine Hölzchen legen wir zwei, darunter drei ... bis 
zehn, so daß wir eine Kolumne von eins bis zehn erhalten. 
Daneben kommt eine zweite Kolumne von zwei bis elf, 
eine dritte, vierte usf., schließlich eine neunte von neun 
bis achtzehn. Endlich setzen wir noch links, in der zweiten 
Zeile beginnend, eine Kolumne von eins bis neun an. 

Bei dieser Gelegenheit erinnern wir uns an die Ge- 
schicklichkeit des kleinen Zeichners im Ziehen von Strichen. 
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Nur wäre es langweilig, die zehn Striche nebeneinander 
zu ziehen, welche die Stäbchen eines Päckchens bedeuten. 
Wir wollen deshalb ein Päckchen durch zwei neben- 
einander gesetzte Striche bezeichnen, die durch einen 
Querstrich (gewissermaßen die Qummischlinge) miteinander 
verbunden sind, H. Auf diese Weise haben wir gelernt, 
durch Striche die Zahlen zu schreiben. Wir können jetzt 
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Fig. 5. 



die ganze aus den Stäbchen gebildete Figur aufzeichnen, 
wodurch wir die Fig. 5 erhalten, wenn wir noch die erste 
Reihe und die erste Kolumne durch stärkere Striche ab- 
sondern. 

Die so erhaltene Figur heißt Additionstafel; wir 
werden gleich sehen^ warum man sie so nennt. 

Sie hat viele bemerkenswerte Eigenschaften, die zum 
Teil der Zeichner selbst herausfinden wird. Zunächst sind 
alle Zahlen in einer von links nach rechts aufsteigenden 



— 13 — 

schrägen Linie gleich. Weiter wachsen die Zahlen in jeder 
Reihe von links nach rechts und in jeder Kolumne von 
ohen nach unten um eins. Femer steigen die Zahlen in 
einer schrägen Linie von links ohen nach rechts unten 
um zwei und sind abwechselnd lauter gerade und lauter 
ungerade Zahlen. 

Nichts hindert, alle Zahlen dieser Tabelle auch in 
umgekehrter Ordnung zu lesen und so um eins oder zwei 
zurückzählen zu lernen. Das ist ebenfalls eine wichtige 
und nützliche Übung, von der wir noch nicht gesprochen 
haben, die jedoch, zunächst auf kleine Zahlen beschränkt, 
keine ernste Schwierigkeit machen wird. 

6. Die Summen. 

Wir nehmen zwei Häufchen mit Bohnen (oder anderen 
Gegenständen) und zählen beide. Wenn man sie nun in 
einen einzigen Haufen zusammengibt, wie viele sind ihrer 
dann im ganzen? Dazu brauchte man nur die jetzt in 
einem einzigen Häufchen vereinigten Bohnen ebenfalls zu 
zählen. Aber das wäre unnötige Mühe und Zeitver- 
schwendung. 

Wir werden einen Weg zeigen, der rascher zum 
Ziele führt. Dieser Vorgang heißt Addition, die gesuchte 
Gesamtzahl Summe. 

Wir nehmen zuerst zwei Zahlen kleiner als zehn 
und zeigen, wie die Additionstafel immer die Summe gibt. 
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indem man die eine Zahl in der ersten Reihe, die andere 
in der ersten Kolumne nimmt, worauf im Kreuzungspunkte 
beider die Summe steht. Durch wirkliches Auszählen der 
Bohnen soll sich das Kind von der Richtigkeit überzeugen. 
Durch häufige Wiederholung dieser Übung wird schließlich 
das Kind dahin gelangen, sich diese Summen zu merken; 
erinnert es sich einmal nicht, kann es die Summe direkt 
auszählen. 

Bevor sich noch die Additionstafel vollständig dem 
Gedächtnisse eingeprägt hat, nehmen wir zwei beliebige 
Zahlen — nur soll die Summe der Einer kleiner als zehn, 
die Gesamtsumme kleiner als hundert sein — und stellen 
jede durch Stäbchen dar. 

Es seien vierunddreißig und dreiundzwanzig. Die 
erste Zahl wird durch drei Päckchen und vier Stäbchen, 
die zweite durch zwei Päckchen und drei Stäbchen aus- 
gedrückt. Nun legt man die Päckchen links, die Stäbchen 
rechts zusammen. 

Jetzt wird das Kind gefragt, wieviel vier und 
drei Stäbchen zusammen sind. Es wird — eventuell 
mit Hilfe der Additionstafel — antworten: sieben. 
Ebenso: wieviel sind drei und zwei Päckchen? Antwort: 
fünf. Also hat man sieben Stäbchen und fünf Päckchen, 
somit siebenundfünfzig Stäbchen im ganzen. Dies ist die 
Summe. 

Dann nimmt man andere Zahlen, auch solche, welche 
nur durch Päckchen ohne einzelne Stäbchen dargestellt 
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werden, wie sechzig, zwanzig, achtzig; andere, die ohne 
Päckchen gebildet werden, also kleiner als zehn sind. 
Aber stets muß die Summe der Päckchen wie der Einzel- 
stäbchen unter zehn sein. 

Erst wenn das gut eingeübt ist, nimmt man auch 
solche Zahlen, bei denen die Summe der Einer größer als 
zehn ist, z. B. neunundvierzig und fünfundzwanzig. 

Die Rechnung gestaltet sich dann so: 
vier Päckchen neun Stäbchen 
zwei „ fünf „ 

Wir haben hier neun und fünf, das sind vierzehn 

Stäbchen, das gibt ein Päckchen, welches wir zu den 

übrigen Päckchen legen, und vier Stäbchen. Nun zählen 

wir auch die Päckchen zusammen, mit dem beginnend, 

welches wir soeben gebildet haben: eins und vier ist fünf, 

und zwei ist sieben. Somit vier Stäbchen und sieben 

Päckchen oder vierundsiebzig. 

.* 
Diese Übung muß mit immer anderen Zahlen 

fort und fort wiederholt werden, aber immer nur so 
lange das Kind Interesse daran hat, niemals darf eine 
Übung so lange ausgedehnt werden, bis sie das Kind 
langweilt. 

Bei der Addition mehrerer Zahlen wird man in 
gleicher Weise vorgehen (nur muß man die Zahlen so 
wählen, daß ihre Summe kleiner als hundert ist); das 
Kind wird erkennen, daß es die Zahl, die durch die Ver- 
einigung mehrerer Häufchen entsteht, finden kann, wenn 
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es die Zahl der in jedem einzelnen Häufchen befindlichen 
Bohnen u. dgl. kennt^). 

Auch diese Übungen führe man an zahlreichen Bei- 
spielen durch, aber stets nur so lange, als sich nicht Er- 
müdung oder Langeweile einstellt. Sollte man beim Zögling 
etwas wie Unwillen wahrnehmen, so bestehe die Strafe in 
der Drohung — die gegebenenfalls auch wirklich durch 
einige Tage ausgeführt werde — die begonnenen Spiele 
mit den Stäbchen und Spielmarken nicht fortzusetzen. 
Dieses Mittel, geschickt verwendet, wird ohne Schwierigkeit 
auch die Lässigen zum Lernen zurückführen. Nur spreche 
man niemals vor ihnen das häßliche Wort Lernen aus, das 
sie leicht kopfscheu machen könnte. 

7. Die Differenzen. 

Ich habe einen großen Haufen Spielmarken, z. B. 
siebenundachtzig; davon nehme ich eine Anzahl weg, die 
ich zähle; es seien fündundzwanzig. Wie viele bleiben übrig? 
Diese Zahl finden heißt Subtrahieren; das Ergebnis der 
Subtraktion heißt Rest oder Differenz. Man beachte, 



1) Für die rasche Ausführung solcher Rechnungen ist 
unerläßlich, daß der Schüler ohne Additionstafel eine Zahl unter 
zehn rasch und sicher zu einer Zahl unter hundert hinzuzählen 
kann, z. B. achtundsechzig und fünf gleich dreiundsiebzig. Durch 
Übung und ein wenig Geduld wird sich das sehr bald erreichen 
lassen. 
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daß, wenn man den Rest zur abgezogenen Zahl wieder 
hinzufügt, man die ursprüngliche Zahl erhält. 

Um die Differenz zu finden, schreiben wir zuerst die 
größere Zahl siebenundachtzig mit unseren Stäbchen: 

acht Päckchen sieben Stäbchen 

und darunter die kleinere fünfundzwanzig: 

zwei Päckchen fünf Stäbchen, 

indem man die Päckchen links, die Stäbchen rechts und 
die Päckchen unter die Päckchen, die Stäbchen unter die 
Stäbchen legt. 

Nehme ich nun von den acht Päckchen zwei und 
von den sieben Stäbchen fünf weg, so bleiben: 

sechs Päckchen zwei Stäbchen, 

somit ist der Rest zweiundsechzig Stäbchen. 

Aber nicht immer geht es so einfach, z. B. wenn 
man von zweiundfünfzig achtzehn subtrahieren soll. Also: 

fünf Päckchen zwei Stäbchen 

weniger ein „ acht „ 

Nun kann man nicht von zwei Stäbchen acht weg- 
nehmen. Wir müssen hier von den fünf Päckchen eines 
nehmen und es zu den zwei Stäbchen nach rechts legen. 
Ob man es aufbindet oder nicht, jedenfalls sind nun rechts 
zwölf Stäbchen, während links nur mehr vier Päckchen 
anstatt fünf liegen. 

Man hat also jetzt: 

vier Päckchen zwölf Stäbchen 

ein „ acht „ ; 

■ 

Laisant, Einführuiig in die Mathematik. 2 
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die Differenz beträgt deshalb 

drei Päckchen vier Stäbchen, 

also vierunddreißig. 

Man hat demnach hier eine Zahl unter zehn von 
einer Zahl über zehn abzuziehen, die jedoch stets kleiner 
als zwanzig sein wird. 

Diese Differenzen werden im Verlaufe zahlreicher 
Übungen im Gedächtnisse haften bleiben. Man hüte sich^ 
sie auswendig lernen und hersagen zu lassen. 

Bei der Wahl der Zahlen vergesse man nicht, daß 
wir vorläufig nur bis hundert zählen können. 

8. Tausende und Millionen. 

Gegenwärtig können wir bis hundert zählen. Das ist 
eine große Zahl, wenn man an die Zahl der Jahre des 
menschlichen Lebens denkt. Ein Mensch von hundert Jahren 
ist schon sehr alt und die Hundertjährigen sind sehr selten. 
Aber es ist anderseits eine kleine Zahl, wenn wir etwa 
Getreidekömer hernehmen. Ein Häufchen von hundert Ge- 
treidekömem ist nicht groß und würde nicht einmal für die 
eintägige Nahrung eines Kindes reichen. Man kann also bei 
der Zahl hundert nicht stehen bleiben, man muß auf der 
Zahlenleiter höher steigen. Und das ist nicht schwer. 

Wir sind bis hundert gekommen, indem wir die 
Stäbchen in Päckchen zu zehn Stück und zehn 
Päckchen in ein Bündel vereinigt haben, welches somit 
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hundert Stäbchen enthält. Nun machen wir aus zehn Bündehi 
ein Paket, zehn Pakete geben wir in eine Schachtel, zehn 
Schachteln binden wir zu einem Ballen zusammen, zehn 
Ballen packen wir in eine Kiste, zehn Kisten legen wir auf 
einen Karren, zehn Karren laden wir auf einen Waggon, 
aus zehn Waggons stellen wir einen Zug zusammen. 

Wir erhalten so folgende Zahlen: 

ein Stäbchen bedeutet die Einheit; 

ein Päckchen, aus zehn Stäbchen gebildet, bedeutet 
einen Z ebner; 

ein Bündel, welches zehn Päckchen, also hundert 
Stäbchen enthält, einen Hunderter; 

ein Paket, das zehn Bündel, somit tausend Stäbchen 
enthält, einen Tausender; 

eine Schachtel, welche zehn Pakete, demnach zehn- 
tausend Stäbchen enthält, einen Zehntausender; 

ein Ballen, welcher zehn Schachteln, das sind hundert- 
tausend Stäbchen enthält, einen Hunderttausender; 

eine Kiste, die zehn Ballen, also eine Million Stäb- 
chen enthält, eine Million; 

ein Karren, der zehn Kisten oder zehn Millionen 
Stäbchen enthält, zehn Millionen; 

ein Waggon, der zehn Karren, also hundert Mil- 
lionen Stäbchen enthält, hundert Millionen; 

ein Zug, der aus zehn Waggons besteht, somit 
tausend Millionen Stäbchen enthält, bedeutet endlich 
tausend Millionen oder eine Milliarde. 

2* 
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So könnte man beliebig weiter gehen. Doch ist eine 
Milliarde für den gewöhnlichen Gebrauch eine genügend 
große Zahl. Man kann sich eine ungefähre Vorstellung 
davon machen, wenn wir sagen, daß eine Milliarde ge- 
wöhnlicher Zündhölzchen aneinaudergereiht eine Länge er- 
geben würde, die den Erdäquator um ein Bedeutendes 
überträfe. Um eine Milliarde Zündhölzchen zu zählen, 
wären unter der Annahme, daß man zu jedem eine 
Sekunde brauchte und man sich täglich zehn Stunden 
lang dieser Beschäftigung widmete, mehr als sechsund- 
siebzig Jahre nötig. Das wäre ein wenig lang und dabei 
weder unterhaltend noch belehrend. 

Wenn wir jetzt einen großen Haufen Hölzchen zählen 
wollen, machen wir zunächst lauter Päckchen (zu zehn Stück). 
Die übrig bleibenden Stäbchen legen wir nach rechts, es seien 
drei. Aus den Päckchen machen wir Bündel (zu zehn Päck- 
chen). Die übrig bleibenden Päckchen, es seien acht, legen 
wir links neben die drei Stäbchen. Die Bündel vereinigen wir 
zu je zehn zu Paketen, die übrig gebliebenen fünf Bündel legen 
wir links neben die Päckchen. Nun zählen wir die Pakete, es 
sind sechs, die wir wieder links von den Bündeln hinlegen. 

Die Zahl der Stäbchen beträgt somit: sechs Pakete, 
fünf Bündel, acht Päckchen, drei Stäbchen, oder sechs- 
tausend-fünfhundert-achtzig-drei^). 



^) Vorläufig statt dreiundachtzig, damit die Reihenfolge 
der Stellenwerte auch mündlich zum Ausdruck kommt. 
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Mit Päckchen und Bündeln können wir also spielend 
leicht bis tausend zählen und alle Zahlen bis tausend 
bilden. Man hat sich nur zu merken, daß: 

Bündel Päckchen Einzelstäbchen 

hundert zehn eins 

bedeutet. 

Wenn in der Zahl, die man anschreiben will, keine 
Einzelstäbchen oder keine Päckchen vorkommen, so hat 
das weiter nichts zu sagten, z. B.: 

acht Bündel, sechs Päckchen sind achthundertsechzig; 

und fünf Bündel, drei Stäbchen sind fünfhundertdrei 
Stäbchen. 

Man muß viele Zahlen unter hundert bilden und 
viele Additionen und Subtraktionen ausführen lassen, 
genau so wie es früher angegeben wurde, nur daß 
man anstatt bis zu Päckchen jetzt bis zu Bündeln vor- 
schreitet. 

Man beachte, daß die Zahlen eins, zehn, hundert 
oder Einer, Zehner, Hunderter immer wiederkehren. 

Es bedeutet nämlich: 



Stäbchen 


einen 




Päckchen 


.... zehn 


Einer 


Bündel 


hundert 




Paket 


einen 




Schachtel 


' . . . . zehn 


Tausender 


Ballen 


hundert . 





Stäbchen. 
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Kiste \ eine \ 

Karren / . . . . zehn \ Millionen 

Waggon j hundert J 

Man zählt also die Einer, die Tausender und die 
Millionen mit den Zahlen von eins bis hundert. 
So würde: 

drei Waggons zwei Karren sieben Kisten 
ein Ballen neun Pakete 

vier Bündel fünf Päckchen 

bedeuten : 

dreihundert-zwanzig-sieben Millionen 
einhundert- neun tausend 
vierhundert-fünfzig 

In dieser Weise läßt man beliebige Zahlen bilden, 
jedoch vorerst nicht allzu große, etwa nur Päckchen und 
Bündel, höchstens noch Pakete. 

Wir hatten bisher immer sorgsam darauf gesehen, 
die Päckchen (Zehner) links neben die Stäbchen (Einer), 
die Bündel (Hunderter) wieder links neben die Päckchen usf. 
zu legen. Eigentlich ist das nicht unbedingt notwendig, 
jedoch sehr bequem für das geordnete Aussprechen der 
Zahlen. Hat sich das Kind einmal daran gewöhnt, so 
wird es später, wenn diese Anordnung für das Rechnen 
unerläßlich ist, sie ganz naturgemäß finden. 

Um die großen Zahlen, von denen wir gesprochen 
haben und sprechen mußten, um das Kind damit bekannt 
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zu machen, wirklich aus Stähchen zu bilden, brauchte man 
eine erschreckende Men^e, die man auf dem Tische kaum 
unterbringen könnte, selbst wenn man nicht bis zu Wag- 
gons vorgeht. Auch wäre die Manipulation sehr mühsam 
und zeitraubend. Wir wollen daher sehen, wie man die 
Sache einfacher machen kann; wir wollen dem kleinen 
Rechenkünstler — der noch nicht einmal geläufig lesen 
und schreiben kann — zeigen, daß er vollständig imstande 
ist, mit seinen kleinen Fingern die gewaltigen Zahlen, um 
die es sich hier handelt, zu meistern. 



9. Die farbigen Spielmarken. 

Auch nur tausend Hölzchen mit unseren Päckchen 
und Bündeln zu zählen, ist schon beschwerlich. Da, wie 
wir schon wissen, sich die Zahlen an beliebige Dinge 
knüpfen lassen, wollen wir jetzt unsere Stäbchen durch 
weiße Spielmarken ersetzen. Das ändert weder etwas an 
unseren Rechnungen noch an der Art ihrer Ausführung. Die 
Päckchen ersetzen wir durch rote Marken, so daß jeder- 
zeit, wenn es nötig sein sollte, eine rote Marke durch 
zehn weiße ersetzt werden kann. An Stelle der Bündel 
setzen wir orangefarbene, an Stelle der Pakete gelbe, an 
Stelle der Schachteln grüne, an Stelle der Ballen blaue, 
an Stelle der Kisten indigofarbene, an Stelle der Karren 
violette, an Stelle der Waggons schwarze und an Stelle 
der Züge ovale (und weiße) Spielmarken. 
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Die Gegenstände und die Zahlen entsprechen dann 
in folgender Weise einander: 



Stäbchen . 



Marken 



Züge, Waggons, Karren, Risten, Ballen, 
Schachteln, Pakete, Bündel, Päckchen, 
Stäbchen; 

I ovale, schwarze, violette, indigo, blaue. 



grüne, gelbe, orange, rote, weiße; 

Milliarden, Hundertmillionen, Zehnmillionen, 
Zahlen { Millionen, Hunderttausender, Zehntausender, 
Tausender, Hunderter, Zehner, Einer. 

Mit Hilfe unserer kleinen Spielmarken können wir 
jetzt alle Zahlen bis zu einer Milliarde und selbst darüber 
bilden, ohne daß wir dazu Kisten, Waggons oder gar Zuge 
brauchten. Auch Additionen und Subtraktionen lassen sich 
damit leicht ausführen, man braucht sich nur gegenwärtig 
zu halten, daß eine rote Marke dasselbe wie zehn weiße, 
eine orangefarbene dasselbe wie zehn rote usf. gilt. 

Man könnte geneigt sein, an Stelle der Marken 
Münzen zu nehmen, die durch ihren Wert die Zahl an- 
geben, doch wäre das weniger bequem, außerdem müßte 
man ein recht ansehnliches Vermögen zur Verfügung 
haben. Um z. B. eine Milliarde darzustellen, brauchte man 
Geldstücke im Werte von zehn Millionen. Wir bleiben 
dahe^ bei unseren viel handlicheren Spielmarken. 

Ordnen wir sie nach ihrem Werte von rechts nach 
links ansteigend, 490 erhalten wir das Schema: 
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1 
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zt 


T 


H 


Z 


EO 



Ein Blick genügt dann, um jedesmal rasch und sicher 
die richtige Farbe zu treffen. 

10. Die Ziffern. 

Wir können jetzt mit unseren verschiedenfarbigen 
Spielmarken alle Zahlen schreiben, wenigstens bis zu den 
Milliarden, und es wäre leicht, das Verfahren noch weiter 
fortzusetzen. Man braucht nur auf den Platz, welchen die 
weißen, roten usw. Marken bezeichnen, also an die Stelle 
der Einer, Zehner usw. eine gewisse Anzahl Marken der 
betreffenden Farbe zu legen, eine Zahl, die immer kleiner 
als zehn ist. 

Es wäre nun sehr bequem, ein Mittel zu haben, 
welches uns ersparen würde, jedesmal diese Marken 
(weniger als zehn) zu zählen. Ein solches Mittel besitzen 
wir nun in den Ziffern. Da unser Zögling wohl inzwischen 
auch mit dem Schreiben begonnen hat, kann er leicht 
diese Zeichen für die ersten neun Zahlen lernen. Sie sind: 

eins zwei drei vier fünf sechs sieben acht neun 
123456 7 89 



1) E = Einer, Z = Zehner usf. 
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Gleichviel ob mit Bleistift oder Feder, nur soll er 
sie ohne Verzierungen und möglichst in einem Zuge — 
ausgenommen die 4 — und anfangs zwischen zwei Zeilen 
schreiben, damit sie gleiche Größe erhalten, was für 
das spätere schriftliche Rechnen wichtig ist; etwa nach 
folgendem Muster: 



1 y -A /. y h /THT 



* 



Der Kuriosität halber sei erwähnt, daß alle Ziffern 
nach einigen älteren Autoren aus der Figur |3 abgeleitet 
sein sollen: 



23436739 



Es ist wichtig, Zahlen aus der Stäbchen- in die 
Spielmarken- und schließlich in die Ziffemschrift über- 
tragen zu lassen, wobei man mit nicht zu großen Zahlen 
anfängt. Dabei brauchen die Ziffern nicht verschiedene 
Farben zu haben, da man sehr leicht aus dem Platze, 
den sie einnehmen, erkennen kann, ob sie Einer, Zehner, 
Hunderter usw. (oder weiße, rote, orangefarbene usw. 
Marken, oder Stäbchen, Päckchen, Bündel usw.) vorstellen. 

Hier ist nun eine wichtige Bemerkung zu machen. 
Wenn keine Spielmarken von einer bestimmten Farbe zu 
nehmen waren, haben wir einfach keine hingelegt; da wir 
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aber jetzt den Rang der Ziffer nicht mehr durch eine 
Farbe, sondern nur durch ihren Platz unterscheiden, 
müssen wir somit eine fehlende Farbe durch einen leeren 
Platz von der Breite einer Ziffer bezeichnen. Das würde 
nun große Sorgfalt beim Anschreiben erfordern, jede 
Undeutlichkeit würde Zweifel erwecken und könnte zu 
Fehlern führen. Und wie, wenn die Einerstelle leer bleiben 
soll? Wie könnte man dann den Wert der letzten Ziffer 
rechts erkennen? Um alle diese Verlegenheiten aus dem 
Wege zu räumen, setzt man an die unbesetzte Stelle das 
Zeichen 0, NulU) genannt. Die Null hat selbst keinen 
Wert, sie füllt nur einen leeren Platz aus, sie ist ein 
guter und bescheidener Diener, welcher das Haus hütet 
und uns sagt: es ist niemand hier, ich selbst zähle nicht, 

« 

ich bin nichts, ich wehre nur anderen den Eintritt. 

Mit diesen zehn Zahlzeichen läßt sich nun mit 
Leichtigkeit jede beliebige Zahl schreiben. Das Anschreiben 
und Lesen von Zahlen ist nun, unter häufiger Verwendung 
der Null, recht fleißig zu üben. Hat man mehrere Schüler 
gleichzeitig, so kann man ihren Wetteifer anspornen, auch 
große Zahlen schnell zu schreiben und zu lesen. 



1) Man weiß nicht, wer der geniale Erfinder der Null ist. 
Doch scheint sie indischen Ursprungs zu sein. Gesichert ist das 
Vorkommen der Null etwa seit 400 n. Chr. Die indische Be- 
zeichnung derselben, sunya (Leere), wurde von den Arabern mit 
as-sifr übersetzt, woraus unser „Ziffer" entstand. (Anm. d. 
Übers.) 
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Es ist guty jetzt noch einmal die Additions- und 
Subtraktionsbeispiele, die man früher mit Stäbchen und 
Spielmarken ausgeführt hat, herzunehmen und sie jetzt 
mit Zififem auszurechnen. Hier sind aber einige nützliche 
Winke am Platze, die früher nicht notwendig waren. Vor 
allem halte man den Zögling an, beim Rechnen möglichst 
wenig zu sprechen. Um z. B. nebenstehende Rechnung 
auszuführen, genügt es zu sagen: 

4 (und 9 ist) 13 (und 8 ist) 21 3087 

(und 4 ist) 25 (und 7 ist) 32, 6944 

bleibt 3 ; (und 2 ist) 5 (und 6 ist) 560 

11 (und 4 ist) 15 (und 8 ist) 23, 208 

bleibt 2 usw. 29 

2004 



12832 

Zuletzt ist die Summe zu lesen: zwölftausend-achthundert- 
zwei-und-dreißig. 

Eine zweite Bemerkung betrifft die Subtraktion, 
falls irgendeine Stelle der unteren Zahl größer ist als 
die darüber stehende. Nehmen wir das Beispiel von Nr. 7, 
von 52 ist 18 abzuziehen. 



52 


4 


12 


18 


1 


_8 


34 


3 


4 



Was wir dort mit den Stäbchen gemacht haben (ein 
Päckchen hatten wir in Stäbchen aufgelöst), können wir 
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auch hier machen. Von den 5 Zehnem verwandeln wir 
einen in Einer, so daß wir oben 4 Zehner und 12 Einer 
haben. Nehmen wir also einen Zehner und 8 Einer weg,* 
so bleiben 3 Zehner und 4 Einer. Natürlich braucht man 
diese Verwandlung nicht erst aufzuschreiben; statt 2 
nimmt man 12, dafür statt 5 nur 4. Da aber 1 von 4 
dasselbe gibt, wie 2 von 5, so kann man den einen 
(verwandelten) Zehner auch unten hinzugeben, anstatt 
ihn oben wegzunehmen. Man rechnet dann: 8 von 
12 ist 4 (anschreiben), bleibt 1; 2 von 5 ist 3 (an- 
schreiben). Man hat sich also nur daran zu gewöhnen, 
jedesmal, wenn man oben 10 hinzugefügt hat, unten 1 
weiterzuzählen. 

Zahlreiche Beispiele im Addieren und Subtrahieren 
müssen nun ausgeführt werden. In der Regel wird das 
Kind dafür Interesse zeigen. Nur suche man ihm nichts 
zu erklären. Falls es verwirrt wird, kehre man sofort zu 
den Stäbchen und Spielmarken zurück. Auch lasse man 
sich nicht verleiten, ihm praktische Rechenregeln oder 
unverständliche Ausdrücke bieten zu wollen. Wenn es von 
selber auf etwas kommt und darüber Bemerkungen macht, 
höre man ihm aufmerksam zu. Man scheue sich nicht, 
von Zeit zu Zeit zurückzugreifen, damit es seine nunmehr 
in Ziffern geschriebenen Zahlen mit seinen Stäbchen, 
Spielmarken oder sonstigen Gegenständen vergleichen 
kann. Und vor allem: man dehne den Unterricht nicht zu 
lange aus, damit das Interesse nicht erlahme und sich 
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nicht Ermüdung: einstelle; dies ist eine tödliche Geißel 
des Unterrichtes. 

Jetzt kann man den Schüler auch mit den gebräuch- 
lichen Namen der Zahlen 11, 12 usw. bekannt machen. 

11. Stäbchen und Stäbe. 

Nehmen wir die früher benutzten Stäbchen wieder 
her. Angenommen, wir hätten drei Häufchen von 5, 3 und 
4 Stäbchen. Wenn wir sie alle eins an das andere in 
derselben Richtung aneinander reihen, erhalten wir eine 
Reihe, deren Länge 12 Stäbchen beträgt, d. h. die Länge 
der Reihe gibt uns die Summe der drei Zahlen. 

Man gelangt zu demselben Resultate, wenn man die 
drei Häufchen von 5, 3 und 4 Stäbchen durch drei Stäbe 
ersetzt, welche die Länge von 5, beziehungsweise 3, be- 
ziehungsweise 4 Stäbchen haben. 

Würde man anstatt dieser drei kleinen Zahlen 
beliebig große und beliebig viele nehmen, würde sich an 
der Schlußweise nichts ändern. Man hätte nur längere 
Stäbchen und mehr als drei; das wäre alles. 

Wir setzen also fest, daß jede beliebige Zahl durch 
einen Stab von passender Länge dargestellt werden kann 
und daß mehrere Zahlen addiert werden, indem man ein- 
fach die sie repräsentierenden Stäbe in derselben Richtung 
aneinanderlegt. Die Gesamtlänge gibt dann die gesuchte 
Summe an. 
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12. Die gerade Linie. 

• 

Bei den eben besprochenen Operationen müssen die 
verwendeten Stäbe stets in gerader Linie, einer hinter 
dem anderen, angeordnet werden. Was ist das, eine 
gerade Linie? Wir erhalten davon eine Vorstellung, wenn 
wir einen gut gespitzten Bleistift längs eines guten Lineals 
hingleiten lassen; oder auch durch einen gespannten, sehr 
dünnen Faden, ein Haar z. B. Wir erkennen sofort, daß, 
wenn das Lineal länger und das Papier größer ist, wir 
die gerade Linie, die wir gezogen haben, ohne weiters 
nach der einen oder anderen Richtung verlängern können. 
Und da es nie einen triftigen Grund geben wird, einmal 
innezuhalten, verstehen wir wohl, daß, wie man zu sagen 
pflegt, die gerade Linie nach beiden Seiten unendlich 
ist. Natürlich können wir uns stets nur eines endlichen, 
begrenzten, aber beliebig langen Stückes der Geraden 
bedienen. 

Wenn wir eine Gerade (Fig. 6) zeichnen und auf 
ihr zwei Punkte Ä und B annehmen, so heißt das zwischen 
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Fig. 6. 

diesen beiden Punkten eingeschlossene Stück der Geraden 
eine Strecke. Statt der früher verwendeten Stäbe kann 
man nun Strecken von derselben Länge nehmen. 
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Gehen wir auf das Beispiel des vorig^en Kapitels 
zurück. Wir ziehen (Fig. 7) eine gerade Linie, auf der 
wir, gleichgiltig wo, den Punkt annehmen. Von diesem 

-■-,. — I — « — i — ■ ' < — ' ■ I ■ — ' — 1 ^ 

ABC 



I — I — ■ — • — >— — I 
I — i — I — • 
»«II« 



Fig. 7. 

Punkte aus tragen wir die Strecke A, deren Länge 
gleich dem ersten Stabe, also gleich 5 Stäbchen ist, nach 
rechts auf; von Ä aus tragen wir die Strecke AB auf, 
deren Länge gleich dem zweiten Stabe, also 3 Stäbchen 
ist, endlich von B aus die Strecke B C, deren Länge 
gleich dem dritten Stabe, 4 Stäbchen, ist. Dann beträgt 
die Länge der Strecke C 12 Stäbchen, die Summe von 
5, 3 und 4. Zahlen, Stäbe oder Strecken aneinander fügen 
kommt also auf dasselbe hinaus. Die Addition geschieht, 
indem man die Stäbe oder die Strecken aneinanderreiht. 

Notwendigerweise muß diese Aneinanderreihung der 
Strecken im selben Sinne erfolgen; es geschehe stets von 
links nach rechts. 

In der Fig. 7 werden wir dann die Summen, wie 
groß oder klein sie auch sein mögen, stets rechts, niemals 
links von finden. 

13. Die Differenzen durch Stäbchen. 

Mit Hilfe der Stäbchen ist es ebenso leicht, eine 
Differenz wie eine Summe zu bilden. Nehmen wir an, es 
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handle sich darum, 4 von 11 zu subtrahieren. So legen 
wir 11 Stäbchen in gerader Linie aneinander; hierauf 
nehmen wir, am rechten Ende dieser Reihe beginnend, 
4 Stäbchen weg; es bleiben 7 übrig, welches somit die 
Differenz von 11 und 4 ist. 

Würde man einen Stab von 11 Hölzchen Länge 
nehmen, so müßte man ein 4 Hölzchen langes Stück ab- 
schneiden. Viel einfacher geht es mit Strecken. Wir tragen 
(Fig. 8) auf einer Geraden vom Punkte aus eine Strecke 

i B 

Fig. 8. 

in der Länge von 11 Hölzchen nach rechts auf. Von B 
aus tragen wir in entgegengesetzter Richtung, also nach 
links, die Strecke B G gleich der Länge von 4 Stäbchen 
ab. Dann gibt die Strecke C durch ihre Länge die 
Differenz 7 an. 

Um demnach Strecken zu addieren, hat man sie 
auf einer Geraden hintereinander im selben Sinne auf- 
zutragen; um eine Strecke von einer anderen zu sub- 
trahieren, hat man vom Endpunkte der ersten die zweite 
in entgegengesetzter Richtung aufzutragen. 

Alle diese Dinge sind übrigens nicht nur leicht, 
sondern auch selbstverständlich. Es genügt, die Beispiele 
immer ein wenig abzuändern, um das Interesse des Kindes 
wachzuhalten. Man lasse es immer noch fleißig mit Hölz- 
chen und Stäben (die leicht zu beschaffen sind) hantieren 

L a i 8 a n t , Einfüliran g in die Mathematik. 3 
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und nachher die damit ausg^eführten Rechenoperationen 
auf einer Tafel oder einem Blatt Papier wiederholen. 

Nun werden wir in die Geheimnisse der Algebra 
eindringen. Sollte der Zögling Miene machen, sich darauf 
etwas einzubilden, unterdrücke man diese Regung, indem 
man ihm erklärt, daß einerseits die Algebra einer der 
leichtesten Teile der ganzen Mathematik ist, anderseits er 
vorläufig davon noch nichts weiß und auch nichts lernt, 
als einige Kleinigkeiten, die ihm später, wenn er sich 
daran erinnert, von Nutzen sein werden. 

14. Algebra. 

Bisher haben wir Additionen und Subtraktionen aus- 
führen gelernt. Die ersteren geben Summen, die letzteren 
Differenzen. Für die schriftliche Ausführung hat man das 
Zeichen -\- („mehr", „und", „plus") für die Addition, das 
Zeichen — („weniger", „minus") für die Subtraktion und 
das Gleichheitszeichen = („ist gleich") ersonnen i). 

Man schreibt also z. B.: 

8 + 5 + 14 = 27 
und liest: 8 mehr 5 mehr 14 ist gleich 27, d. h. wenn 
man 8, 5 und 14 addiert, erhält man 27 zur Summe. 

Man schreibt: 

7 — 5 = 2 



1) Die Operationszeichen „+", „ — " sowie das Gleichheits- 
zeichen „=" treten erst im 16. Jahrh. auf. (Anm. d. Übers.) 
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und liest: 7 weniger 5 ist gleich 2, d. h. 5 von 7 sub- 
trahiert gibt 2 zur Differenz. 

Alle Operationen dieser Art können auch mit Stäben 
oder Strecken ausgeführt werden, wie wir das früher 
gesehen haben. So zeigt die Fig. 7, daß 

5 + 3 + 4 = 12, 
indem 

OÄ + ÄB + BC=Oa 
Die Fig. 8 zeigt, daß 

11-4 = 7, 
indem 

OB—CB=Oa 
Man kann sich damit unterhalten, Additionen und Sub- 
traktionen in diesen verschiedenen Formen durchzuführen. 

Es ist leicht zu verstehen, daß man an Stelle von 
8, 5, 14 oder 5, 3, 4 in den obigen Beispielen beliebige 
andere Zahlen setzen kann; nennt man diese a, hj c und 
schreibt a -|- 6 -)- c = s, so drückt man dadurch immer die 
Summe von drei Zahlen aus; diese Summe würde im 
ersten Falle 27, im zweiten 12 sein. 

In gleicher Weise drückt a — 6 = r aus, daß die 
Differenz von a und h gleich r ist. So ist z. B.. in Fig. 8, 
a == 11, 6 = 4 und r = 7. 

Es ist oft sehr bequem, die Operationen durch 
Zeichen anzuzeigen und die Zahlen durch Buchstaben zu 
ersetzen. Es ist gut, wenn man sich frühzeitig daran ge- 
wöhnt. Man erspart sich dadurch später viel Mühe. 
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Man muß auch wissen, was 

( ) + ( )oder( )-( ) 

bezeichnet, wenn man irg^end etwas in die Klammer hinein- 
setzt. Es besagt einfach, daß man jeden in der Klammer 
befindlichen Ausdruck durch das Resultat, das er liefert, 
ersetzen soll. Z. B. liefert 

ia-h)-ic-d) + ie-f) 
wenn man o, b, c, d, e, / durch 

10, 2, 9, 6, 7, 5 ersetzt: 

(10 — 2) - (9 — 6) + (7 — 5) oder 

8 — 3 + 2 d. i. 7. 

Diese Schreibweisen nennt man manchmal alge- 
braisch. Doch wollen wir dem Worte weiter keine 
Wichtigkeit beimessen. Uns handelt es sich nur um die 
Sache und da werden wir im folgenden manches Neue 
kennen lernen. 

Beim Zusammenzählen von Zahlen stößt man nie 
auf ein Hindernis. Wenn man noch soviele Häufchen von 
Bohnen hat, stets kann man sie zu einem einzigen Haufen 
vereinigen. Mit anderen Worten, die Addition ist immer 
möglich und wir können sie in Ziffern, in Spielmarken, in 
Zündhölzchen, in Strecken ausfuhren, wie es uns beliebt. 

Nicht ebenso ist es bei der Subtraktion. Wenn ich 
z. B. 7 Spielmarken habe und soll 10 davon wegnehmen, 
so ist das offenbar nicht möglich. 

Nehmen wir indessen wieder die Fig. 8 her. Wir 
hatten dort von einer Strecke eine zweite subtrahiert. 
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indem wir diese in entgegengesetztem Sinne an den 
Endpunkt der ersteren anlegten. Dies ist nun aber offenbar 
stets möglich. Haben wir (Fig. 9) eine Strecke OB von 

I ■ ■ I ' ' ■ ■ ■ ' t 



B 
Fig. 9. 

7 Einheiten (Holzchen) Länge, so kann ich von B aus in 
entgegengesetzter Richtung, also nach links, immer eine 
Strecke, deren Länge gleich der zu subtrahierenden Zahl ist, 
auftragen. Ist diese Zahl 10, so erhalten wir den Punkt C 
links von 0, C ist die gesuchte Differenz. Die Strecke 
hat die Länge 3, ist jedoch von rechts nach links gerichtet. 
Eine solche Zahl heißt negativ, man schreibt — 3 und 
liest minus 3. 

Es ist also: 

7 - 10 = — 3 

Die Einführung dieser negativen Zahlen macht 
es möglich, jede Subtraktion auszufuhren, was mit den 
gewöhnlichen Zahlen, die man zum Unterschiede positive 
Zahlen nennt, nicht der Fall war. 

2 1 

negative Zahlen -< >■ positive Zahlen 



O 
Fig. 10. 

In der Figur 10 ist der Teil der Geraden rechts 
vom Punkte der Bereich der positiven (Pfeil 1), der 
Teil links von (Pfeil 2) der Bereich der negativen 
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Zahlen. Die ganze Linie nach beiden Seiten ist das Gebiet 
der Algebra. 

Wenn wir also in Zukunft Zahlen durch Strecken 
darstellen, wird es notwendig sein, bei den Zahlen auf das 
Zeichen (+, — ), bei den Strecken auf den Richtungssinn 
zu achten. So ist in Fig. 9 OB eine positive Strecke, 
welche die positive Zahl 7 oder + 7 (plus 7) ; C eine 
negative Strecke, welche die negative Zahl — 3 (minus 3) 
darstellt 1). 

Um jeden Irrtum auszuschließen, hat man darauf zu 
achten, daß von den beiden Grenzpunkten einer Strecke 
der eine der Anfang, der andere das Ende ist. Der 
Richtungssinn der Strecke ist dann stets durch die Rich- 
tung vom Anfangs- zum Endpunkte gegeben. Wenn man 
eine Strecke mit A B bezeichnet, bedeutet A den Anfangs-, 
B den Endpunkt. Wir müssen jetzt auch unseren Stäbchen 
einen Anfangs- und Endpunkt geben. Es genügt, das eine 
Ende mit Tinte leicht zu schwärzen. Dieses (bei Zünd- 
hölzchen mit Köpfchen das letztere) soll der Endpunkt 
sein. Drei solche Hölzchen, mit den schwarzen Enden nach 
rechts aneinandergelegt, bedeuten dann die Zahl -f-3; 



Die Griechen kannten keine negativen Zahlen. Die 
Benennungen „positiv" und „negativ" rühren von Viöte her. 
Die Zeichen + und — zur Bezeichnung der positiven und 
negativen Zahlen kommen zuerst bei Leonardo da Vinci vor. 
Vor ihm wurden die Anfangsbuchstaben p und n gebraucht. 
(Anm. d. Übers.) 
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zwei Hölzchen, mit den schwarzen Enden nach links 
aneinandergelegt, bedeuten die Zahl — 2 usf. 

Will man zwei algebraische (positive und negative) 
Zahlen zusammenzählen, hat man nur die sie vertretenden 
Strecken im richtigen Sinne aneinanderzulegen. Um z. B. 
11 und — 4 zu addieren, nimmt man eine Strecke OB 
von der Länge 11, Richtung von links nach rechts, und 
fugt in der Richtung von rechts nach links eine Strecke 
BC von der Länge 4 dazu. Das ist aber genau das, was 
wir in der Fig. 8 gemacht haben, um die Differenz 11 — 4 
zu erhalten. Also kann man schreiben: 

ll + (— 4) = ll-4 = 7, 
wodurch die Subtraktionen auf Additionen zurückgeführt 
erscheinen. 

Die Übungen mit den negativen Zahlen können sehr 
mannigfaltig gestaltet werden. Sie bieten keine Schwierigkeit, 
wenn man sich der an einem Ende geschwärzten Stäbchen 
bedient. Man kann sich auch Stäbe in der Länge mehrerer 
Stäbchen verfertigen und in gleicher Weise, um die beiden 
Enden voneinander zu unterscheiden, das eine schwärzen. 
Man wird sich dadurch rasch mit diesem einfachen aber 
wichtigen Begriff, dem Vorzeichen oder Richtungssinn der 
Zahlen, vertraut machen. 

Sollten übrigens die negativen Zahlen anfänglich 
Verwunderung erregen, so stellen sie sich doch bei einigem 
Nachdenken als etwas ganz Natürliches dar. Eine Zah], 
sagt man, kann nicht kleiner als nichts, d. i. Null sein. 
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Indessen sagen wir so oft, das Thermometer zeigt so und 
so viele Grade unter Null. Wir sprechen von der Höhe 
eines Punktes über dem Meeresspiegel und doch liegt ein 
Punkt des Meeresgrundes unter demselben. Wenn ich 
denselben Weg einmal in der einen, das andere Mal in 
der entgegengesetzten Richtung zurücklege, besteht offenbar 
in meinem Tun ein großer Unterschied, ich tue das zweite 
Mal gerade das Entgegengesetzte. Ein Mann, der kein 
Vermögen besitzt, ist sicher nicht reich; wenn er aber 
auch noch Schulden hat, muß man wohl sagen, daß er 
weniger als nichts hat; sein Vermögen ist dann negativ. 
Ein Korkpfropfen hat ein gewisses Gewicht; wenn man 
ihn in der Luft losläßt, fallt er herab. Taucht man ihn 
unter Wasser und läßt ihn los, so steigt er auf; sein 
Gewicht ist, wenigstens scheinbar, negativ geworden. Kurz, 
die negativen Zahlen, weit entfernt etwas Geheimnisvolles 
zu sein, passen sich in ganz natürlicher Weise allen übrigen 
Größen an und es fehlt wahrlich nicht an solchen, die 
schon an und für sich zwei entgegengesetzte Bedeutungen 
haben, wie: warm und kalt, hoch und niedrig, Vermögen 
und Schulden, vergangen und zukünftig, usw. 

Durch konkrete Beispiele kann man diese einfachen 
Begriffe auch ganz jungen Kindern beibringen. Sie werden 
sicher Interesse daran finden, wenn man nur nicht unter- 
läßt, seine Auseinandersetzungen immer durch die ent- 
sprechenden Manipulationen mit den Stäbchen zu ver- 
sinnlichen. Das wird ihren Verstand mehr bilden als das 
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Herunterleiern von unverstandenen Regeln oder unver- 
ständlichen Erklärungen. 

Sie haben, wahrhaft spielend, bisher nur die beiden 
ersten Rechnungsarten, Addition und Subtraktion, geübt; 
seit kurzem erst sind sie imstande, die Ziffern und einige 
Buchstaben zu schreiben — und schon stehen sie, ohne 
recht zu wissen wie, mitten drin in der Algebra. Wenn 
der Lehrer dieses gefürchtete Wort ausspricht, versäume 
er nicht zu erwähnen, daß diese so schöne und nützliche 
Wissenschaft verhältnismäßig jung ist^). 

15. Zählen, Messen, Verhältnisse. 

Was wir von Anfang an stets im Auge behielten, 
ist das Zählen und Messen. Wenn wir ein Häufchen 
Getreidekömer vor uns haben und durch Abzählen finden, 
daß es 157 sind, so kann uns, wie schon öfters bemerkt, 
diese Zahl ebenso gut zur Bezeichnung von ebensovielen 
Spielmarken, Zündhölzchen, Bäumen, Schafen u. dgl. m. 
dienen. Wenn wir, um eine gegebene Länge zu bestimmen, 
157 Zündhölzchen aneinanderlegen mußten, können wir 
sagen, die Länge ist die von 157 Zündhölzchen. In allen 



1) Der französische Mathematiker Viete (1540 bis 1603) 
kann als der Begründer der Buchstab enrechDung angesehen 
werden, obwohl sich schon bei Stifel und Regiomantanus, 
ja schon bei Diophantus (4. Jahrb. n. Chr.) Anfänge dafür 
zeigen; der letztere gebrauchte für die in einer Gleichung vor- 
kommenden unbekannten Zahlen Buchstaben. (Anm. d. Übers.) 
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diesen verschiedenen Fällen könnten wir eine Zählung 
oder Messung nicht vrornehmen, wenn wir nicht die Vor- 
stellung eines Getreidekomes, einer Spielmarke, eines 
Baumes, eines Schafes, eines Hölzchens hätten. 

Die Zahl hat nur Existenzberechtigung im Vergleich 
zum Einzelgegenstand (Getreidekorn, Spielmarke usw.), 
ohne den man sie gar nicht bilden könnte. Dieser Einzel- 
gegenstand (das Vergleichsobjekt) heißt die Einheit. Die 
Beziehung der Mehrheit auf die Einheit, diese Vergleichung 
beider, heißt ein Verhältnis. Man kann somit sagen, jede 
Zahl ist das Verhältnis einer Mehrheit zur Einheit. 

Es ist um so notwendiger, sich mit diesem Begriff 
des Verhältnisses vertraut zu machen, als die Einheit 
nicht immer dieselbe ist. Wir hätten etwa aus Stäbchen 
Päckchen gemacht, zählen dieselben und finden 7; so ist 
7 die Verhältniszahl unserer Vielheit von Stäbchen, be- 
zogen auf die Einheit Päckchen. Machen wir hingegen 
die Päckchen auf und zählen, so erhalten wir die Zahl 70. 
Jetzt ist also 70 das Verhältnis derselben Vielheit zu 
einem Stäbchen. 

Oder nehmen wir drei Bündel; zählen wir nach 
Bündeln, erhalten wir die Zahl 3; zählen wir nach Päck- 
chen, erhalten wir die Zahl 30; zählen wir nach Stäbchen, 
erhalten wir die Zahl 300. 

3 ist also das Verhältnis des ganzen Haufens von 
Stäbchen zu einem Bündel, 30 das Verhältnis zu einem 
Päckchen, 300 das Verhältnis zu einem Stäbchen. 
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Solche Beispiele kann man in unendlicher Mannig- 
faltigfkeit bringen, um den Zögling mit diesem wichtigen 
Begriff des Verhältnisses vertraut zu machen, welcher 
eigentlich die Grundlage des Zählens und Messens ist, 
aber unbegreiflicherweise im Schulunterrichte an das Ende 
der Arithmetik verwiesen ist. Es ist unmöglich, zwei 
Bohnen zu zählen, ohne den Begriff des Verhältnisses von 
zwei zu eins zu haben; eine Länge von drei Metern zu 
messen, ohne diese Länge mit der eines Meters zu ver- 
gleichen (Verhältnis von drei zu eins) usf. 

Hier wäre auch die Gelegenheit, dem Kinde ohne 
Erklärung und ohne Belästigung seines Gedächtnisses die 
gebräuchlichsten Maße und Gewichte, die man gerade zur 
Hand hat, zu zeigen: Meter, Liter, Geldstücke, Gewichte usw. 
Man lasse es dieselben wirklich zum Messen und Zählen 
gebrauchen, damit sich der Begriff des Verhältnisses 
seinem Verstände fest einprägt und mit dem Zahlbegriff 
zu einem unlöslichen Ganzen verschmilzt, was zum voll- 
kommenen Verständnisse wesentlich ist, zumal wenn später 
an die Stelle der Unterhaltung das ernste Studium treten 
wird. Und dieses Studium wird dann selbst wieder unter- 
haltend und interessant sein, anstatt als lästige Fron- 
arbeit, um nicht zu sagen Marter, empfunden zu werden. 

16. Die Multiplikationstafel. 

Wir wollen jetzt daran gehen, eine kleine Tabelle 
zu bilden, die uns in der Folge von Nutzen sein wird und 
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deren bloße Herstellung schon eine gute Übung bildet. In 
der Form, wie wir sie hier vorführen, knüpft sie sich an 
den Namen des Pythagoras^). Ob er sie nun wirklich 
erfunden hat oder nicht, jedenfalls geht daraus hervor, 
daß die Sache sehr alt ist. 

Um die Multiplikationstabelle zu bilden, schreiben 
wir auf ein Blatt quadrilliertes Papier in 9 aufeinander- 
folgende Quadrate die ersten 9 Zahlen: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Nun werden in folgender Weise neun Kolumnen ge- 
bildet: in der ersten wachsen die Zahlen um 1, in der 
zweiten um 2, in der dritten um 3 usf., in der letzten 
um 9. Um z. B. die Kolumne, die mit 7 beginnt, zu 
bilden, rechnet man: 7 und 7 ist 14, und 7 ist 21 usw. 
bis 63. Die Zahlen 7, 14, 21 bis 63 schreibt man unter- 
einander, wie es die Fig. 11 zeigt. 
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Fig. 11. 



1) Pythagoras, berühmter griechischer Philosoph und 
Mathematiker, lebte im 6. Jahrh. v. Chr. 
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Es genüget also zur Herstellung der Multiplikations- 
tafel die Kenntnis der Additionstafel. Man bemerkt, daß 
die Zeilen und die Kolumnen ganz gleich gebaut sind: die 
Zeile, die mit 3 beginnt, und die Kolumne, die mit 3 be- 
ginnt) bestehen beide aus den Zahlen 3, 6, 9 . . . 27. 

Es ist unerläßlich, sich diese Multiplikationstabelle 
gut einzuprägen. Jedoch besteht die einzig richtige Methode 
darin, es niemals zu versuchen, sie auswendig zu lernen, 
vielmehr eignet man sie sich an, indem man sie kon- 
struiert, sorgfaltig auf die Richtigkeit prüft und sie so, 
wie wir gleich sehen werden, benutzt. Braucht man 
einmal ihre Hilfe, so stelle man sie, was rasch geschehen 
ist, neuerdings wieder her. So wird man schließlich dahin 
gelangen, sie ^bei geschlossenen Augen im Geiste vor sich 
zu sehen. 

Man könnte natürlich auch die Tafel über 9 hinaus 
fortsetzen, etwa bis 20 oder 25; doch nimmt die Kon- 
struktion dann viel Zeit in Anspruch, auch ist es nicht 
notwendig, diese erweiterte Tafel dem Gedächtnisse ein- 
zuprägen, obgleich dies nicht ohne Nutzen wäre. 

Die Multiplikationstafel weist einige Eigentümlich- 
keiten auf. So sind in der Zeile (oder Kolumne), die mit 
5 beginnt, die Einer abwechselnd 5 und 0; in der Zeile 
(oder Kolumne), die mit 9 anfängt, nehmen die Einer 
9, 8, 7 . . . immer um 1 ab, hingegen die Zehner 1, 2, 3 . . . 
immer um 1 zu. Die Erklärungen für diese Eigenschaften 
sind nicht schwer zu finden. 



Bemerkenswert ist, daß man, ohne eine einzig:e ZilTer 
zu schreiben, eine Multiplikationstafel machen kann. Es 
genügt dazu ein Blatt sog^enanntes Koordinaten- oder 
Millimeterpapier. Wir geben (Fig. 12) die Tafel bia 10. 



Flg. 13. 

Die Konstruktion besteht einfach darin, daß man im 
wachsenden Abstände von 1, 2, 3 ... 10 Millimeter 
senkrechte und wagrechte Linien zieht. Man erhält so 
Felder, von denen jedes gerade so viele kleine Quadrate 
enthält, als unsere frühere Muifiplikationstafel in Ziffern 
angibt. Der Grund dieser Übereinstimmung ist der, 
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daß in der Tafel der Fig. 12 die Operationen graphisch 
ausgeführt werden, die sich in der Tabelle der Fig. 11 
durch Rechnung ergeben. 



17. Die Produkte. 

Ich bilde 3 Häufchen von je 7 Stäbchen und frage 
nach der Gesamtzahl. Diese Rechnung heißt die Multi- 
plikation von 7 mit 3. 7 heißt der Multiplikand, 3 der 
Multiplikator, das Ergebnis nennt man Produkt. Wenn 
man, anstatt alle Stäbchen zusammenzugeben, die 3 Häuf- 
chen gesondert läßt, sieht man, daß, ein Häufchen als 
Einheit genommen, das Produkt 3 ist; das Verhältnis des 
Produktes zu einem Häufchen ist 3. Nun ist das Verhältnis 
von 3 zu 1 ebenfalls 3. 

Man kann somit sagen: 7 mit 3 multiplizieren heißt 
7 dreimal wiederholen, d. h. eine Zahl finden, deren Ver- 
hältnis zu 7 dasselbe ist wie das von 3 zu 1. 

Allgemein: eine Zahl (Multiplikand) mit einer anderen 
(Multiplikator) multiplizieren heißt eine Zahl (Produkt) 
finden, die entsteht, indem man den Multiplikand so oft 
wiederholt, als der Multiplikator Einheiten hat. Dieses 
Produkt hat zum Multiplikand dasselbe Verhältnis wie 
der Multiplikator zur Einheit. 

Das sind aber keine Regeln, die das Kind auswendig 
lernen, sondern Gedanken, in die es eindringen soll. Denn 
so schwerfällig die Regeln klingen, so einfach und klar 
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sind die zugrunde liegenden Vorstellungen, zumal wenn 
man sich die Mühe nimmt, sie in Getreidekorner, Stäbchen 
oder die Felder des quadrillierten Papieres zu übersetzen. 

Jedenfalls wird sich das Rind sofort klar sein, daß, 
um ein Produkt zu erhalten, es nur einer Addition bedarf; 
das Produkt von 7 und 3 ist 7 + 7 + 7 wie 3 selbst 
gleich 1 -|- 1 4" !• ^^ ^^° ^^® Multiplikationstabelle gerade 
in dieser Weise hergestellt wurde, gibt sie uns das ver- 
langte Produkt 21, wenn wir das Feld aufsuchen, das in 
der mit 7 beginnenden Kolumne und in der mit 3 be- 
ginnenden Zeile (oder umgekehrt) liegt. 

Erwähnen müssen wir noch, daß das Zeichen der 
Multiplikation X ist, so daß „das Produkt von 7 und 3 ist 21" 
so zu schreiben ist: 7 X 3 = 21, gelesen: 7 mal 3 ist 21. 

Anstatt 7X3 kann man auch 7 . 3 schreiben. An 
Stelle von 7 und 3 kann man zwei beliebige andere 
Zahlen, dargestellt durch a und b, nehmen. Ihr Produkt 
schreibt man dann aY^h oder a . h oder einfach a b, so 
daß «6=^ bedeutet: das Produkt von a und b ist p. 

Man kann auch Produkte von der Form a X ^ X ^ X ^ 
oder ab cd bilden. Das will sagen, man multipliziert a 
mit by das Produkt mit o, dieses neue Produkt mit d; 
a, b, 0, d heißen die Faktoren des Produktes ab cd. 
In dieser Weise kann man Produkte von beliebig vielen 
Faktoren bilden. 

Was die Ausführung der Multiplikation betrifft, so 
ist unsere Multiplikationstabelle nur für Zahlen unter 10 
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brauchbar. Wie man mit 10, 100, 1000 . . . multipliziert, 
läßt sich leicht zeigen. Für mehrstellige Zahlen lasse man 
ohne viel Theorie die in Jedem Rechenbuche angegebenen 
gewöhnlichen Regeln anwenden und an recht vielen Bei- 
spielen einüben. Ich möchte jedoch für diese Unter- 
richtsstufe auch die fast ebenso rasche, aber viel 
leichtere mohammedanische Methode empfehlen. 

Wir wollen sie an dem einfachen Beispiele 9347 X ^^8 
zeigen (Fig. 13). Da der Multiplikand 4, der Multiplikator 
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3 Stellen hat, nehmen wir auf quadrilliertem Papier 
3 Reihen von je 4 Quadraten und schreiben oberhalb von 
links nach rechts die ZifiTem des Multiplikands, links 
seitwärts von unten nach oben die Ziffern des Multi- 
plikators. Nachdem wir die punktierten Linien gezogen 
haben, setzen wir in jedes Feld, als ob wir eine Multipli- 
kationstafel anzulegen hätten, das Produkt der beiden zu- 
gehörigen Zahlen, die Einer über, die Zehner unter der 
punktierten Linie. Addieren wir nun, rechts oben beginnend, 

Laisant, Binfttlinmg in die Mafthematik. 4 
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in der Richtung: der punktierten Linien, sO erhalten wir 
das Produkt 2,411.526. 

Der große Vorteil dieser Methode besteht darin, daß 
man bei den Teilprodukten nicht weiter zu zählen und 
•keine besondere Anordnung zu beobachten hat. Sind alle 
Felder ausgefüllt, ist man sicher, nichts vergessen zu haben. 

Fig. 14 zeigt eine kleine Modifikation, die das 
Produkt in bequemerer Form gibt. 
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Fig. 14. 

Die Richtigkeit dieser Methode ist für jedeu, der die 
Theorie der Multiplikation kennt, einleuchtend. Das Kind 
braucht vorläufig den Beweis nicht zu kennen; vielleicht 
kommt es von selbst darauf. Die Hauptsache ist, daß eö 
richtig rechnen kann und Interesse daran findet. Sobald 
sich Ermüdung oder Überdruß einstellen, muß man ohne 
Zögern zu etwas anderem übergehen. 

Wir wollen die Multiplikation nicht abschließen, ohne 
zu erwähnen, daß ein Produkt 

aX«XaX--.Xo, 
von lauter gleichen Faktoren eine Potenz von a heißt. 
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Ist die Anzahl der Faktoren n, so schreibt man OR^ 
gelesen: die n*® Potenz von ö, a zur w*®" (Potenz) öder' ä 
hoch n. Die Zahl n heißt Exponent. Die 2. Potenz wird 
auch Quadrat, die 3. auch Kuhns genahnt, aus Oründeä, 
die sich später ergeben werden. 

Z. B. die 4. Potenz von 2 ist: 

2 X 2 X 2 X 2 = 2* = 16; der Exponent ist 4. 

Der Kubus von 5 ist: ] ' 

5 X 5 X 5 = 53 = 125; der Exponent ist 3. 

Das Quadrat von 7 ist: 

7 X 7 = 72 = 49; der Exponent ist 2. 

18. Merkwürdige Rechnungen. 

Es gibt Rechnungen, deren Ergebnisse durch ihre 
Eigentümlichkeit Erstaunen und Aufmerksamkeit hervor- 
rufen. Sie haben den großen Vorteil, daß sie die Neu- 
gierde wecken und dadurch Lust am Rechnen erregen. 
Für unsere Zwecke genügen einige Beispiele: 

I. Man sagt dem Kinde, nachdem man ihm einen 
zusammengefalteten Zettel übergeben, es soll eine drei- 
zifferige Zahl ganz nach seinem Belieben (nur soll die erste 
und letzte Ziffer ungleich sein) aufschreiben, etwa 713; 
diese Zahl soll es umkehren, 317, die Differenz bilden, 396^), 



^) Diese Differenz muß immer dreistellig sein; hat sie nur 
zwei Stellen, so muß man an die Stelle der Hunderter eine Null 
setzen. Z. B. 716, 617, Differenz 099, umgekehrt 990, Summe 1089. 

4* 
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wieder umkehren, 693, und addieren, 1089. Nun lasse 
man es den Zettel offoen, es wird darin die Zahl 1089 
finden, die man vorher darauf g^eschrieben hat. Jede andere 
Zahl als 713 führt zu demselben Resultate. 

n. Die Rechnungen 12 X 9 + 3, 123 X 9 + 4 usf. 
bis 123456789 X 9 + 10 erg:eben Resultate, deren sämt- 
liche Ziffern 1 sind. 

9 X 9 + 7, 98 X 9 +6, . . . 9876543 X 9 + 1 
geben Zahlen, die aus lauter 8 bestehen. 

m. Das Produkt 12345679 X 9 hat lauter 1. Dieselbe 
Zahl mit 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 multipliziert gibt 
ebenfaUs Produkte, in denen sich dieselbe Ziffer wiederholt. 

IV. Nehmen wir die Zahl 142857; wenn man sie 
der Reihe nach mit 2, 3, 4, 5, 6 multipliziert, erhält man 
285714, 428571, 571428, 714285, 857142, also Zahlen, 
die alle mit denselben Ziffern wie die gegebene Zahl ge- 
schrieben werden. 

Multipliziert man sie mit 7, so findet man 999999. 

Schneidet man sie mitten durch in zwei Teile, 
142 und 857, so ist die Summe dieser zwei Zahlen 
999. Genau dasselbe gilt auch für die obigen fünf 
Produkte. 

V. Erwähnt sei an dieser Stelle noch, daß man jede 
Multiplikation mit 9, 99, 999 ... so ausführen kann, daß 
man mit 10, 100, 1000 . . . multipliziert und vom Produkte 
den Multiplikand subtrahiert, was sich bei nicht zu großen 
Zahlen im Kopfe ausführen läßt. 
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19. Die Primzahlen. 

Wenn man eine Multiplikationstafel durchsieht, be- 
merkt man, daß sie nicht alle Zahlen bis zu der Grenze, 
bis zu der sie reicht, enthält. Anders gesa^, es ^bt 
Zahlen, welche Produkte, und andere, welche keine Produkte 
sind. Die letzteren heißen Primzahlen, die ersteren zu- 
sammengesetzte Zahlen. 

So sind 2, 3, 5, 7, 29, 71 Primzahlen, 4, 6, 9, 87, 91 
zusammengesetzte Zahlen; denn 4 = 2X2) 6 = 2X3, 
9 = 3X3, 87 = 3X29, 91 = 7X13. 

Soweit man auch in der Zahlenreihe geht, immer 
stößt man sowohl auf Prim- wie auf zusammengesetzte 
Zahlen. Diese Unterscheidung ist fundamental. Trotz der 
Bemühungen der größten Mathematiker weiß man bisher 
noch recht wenig über die Primzahlen. Man ist sogar bei 
einigermaßen größeren Zahlen nicht imstande anzugeben, ob 
es eine Primzahl ist oder nicht, wenn man sich nicht einem 
Probieren überlassen will, das langwierige und mühsame 
Rechnungen erheischen kann. Dies zeigt, wie wenig noch die 
Wissenschaft in diesen scheinbar einfachen Fragen vorge- 
schritten ist und wie sehr uns Bescheidenheit ziemt, wenn 
wir die geringe Ausdehnung unserer Kenntnisse mit der un- 
geheueren Menge dessen vergleichen, was wir nicht wissen. 

Kennt man nun auch noch kein Gesetz fQr die 
Bildung aller Primzahlen, so hat man doch schon seit den 
ältesten Zeiten ein Mittel, die Primzahlen bis zu einer 



— 54 — 

beliebigen Grenze zu erhalten. Zu diesem Zwecke schreibe 
man alle Zahlen bis zu der gewünschten Grenze auf und 
streiche alle jene weg, die ein Vielfaches von 2, 3, 5 usw. 
sind. Wir wollen diese Regel auf die Zahlen bis 150 an- 
w^enden- \Vir schreiben also mit Weglassung der 1, die 
überflüssig ist: 

^f^- -4^ ^W 17 -fö- 19 ^«r -frf .*r 23 -*4r -«^ 

jkT 4^ -a«-' 29 -<«r 31 .;*r -*r ^ar -^r -ar 37 
!-^r-;^-4r 4i j^ 43 ji^ j^ mt 47 ^j^j^ 

-^f^JkTJSi^ 53 -w -^«r -ö6^-.ör .^6- 59 -«r 61 
Jfft Jffif J^ -^ Jff^ 67 J^ -er -?fr 71 -9^ 73 

•-- j^r -w- -w .^r- ^?4r 79 -«r -#r -ar 83 -ä*--w 

-«r -»^ -W 89 ^9tr ..di- -iH- -^3- -Wr *OfJ- .««r 97 

-w -j^-4#rioi -H^i03-H«r>i-#fr4^tr407 4^r «09 

-^4r >Hr -K^ 1 1 3 44ir -HfT 4+tr .4^^ -W^ 4^ 

X^ Ji^^ X^ At^ A^ m MX J^i^J^W »31 J^^TJr^ 

-^»^w^-o^ r37 -f»tr t39 4*r-fw-.i*«^4-*«'4^ 

>JWr-l4^44«- 149 -«K*- 

Wir beginnen mit 2 und streichen alle Vielfachen 
yon, 2, das sind alle geraden Zahlen 4, 6, 8, 10, 12 . . * 
weg. Dann streichen wir alle noch vorhandenen Vielfachen 
von 3 weg, dann die von 5, von 7 (jede siebente 
Zafai) usw. der Reihe nach von allen noch vorhandenen 
Zd^hlen. Die übrig bleibenden Zahlen: 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
&9, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 

;:113, 127, 131, 137, 139, 149 
sind dann die sämtlichen Primzahlen bis 150. 
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Dieses geistreiche Verfahren heißt nach seinem Er- 
finder das Sieb des Eratosthenes^). 

20. Die Quotienten. 

Eine Anzahl Häufchen von je 7 Spielmarken hat 
man zu einem Haufen zusammengetan, der nun 56 Stück 
enthält. Wie viele Häufchen waren nötig, den größeren 
Haufen zu bilden? 

Die Rechnungsart, welche diese Aufgabe löst, heißt 
Division. Man kann die Aufgabe so formulieren: aus 
dem Produkte zweier Faktoren, 56, und dem einen Faktor, 
7, ist der andere zu finden. 

Das gegebene Produkt 56 heißt der Dividend, der 
gegebene Faktor 7 heißt der Divisor, das gesuchte 
Resultat heißt der Quotient. 

Man könnte den Quotienten auch erhalten, indem 
man den Divisor vom Dividend, dann vom Rest usf. 
subtrahiert, bis nichts mehr übrig bleibt. Die Anzahl der 
ausgeführten Subtraktionen ist dann der Quotient. Sub- 
trahiert man z. B. nach und nach 7 von 56 und den 
Resten, so erhält man 49, 42, 35, 28, 21, 14, 7 und es 
sind 8 Subtraktionen notwendig, um den Dividend völlig 
auszuschöpfen. Der Quotient ist daher 8, was uns übrigens 
die Kenntnis der Multiplikationstafel s,uch sofort sagt. 



^) Eratosthenes, ein alexandrinischer Gelehrter, geb. zu 
Kyrene (276 bis 193 v. Chr.). 
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Dieser Vorgang des fortgesetzten Subtrahierens wäre 
bei größeren Zahlen wegen seiner L&nge unbequem. Das 
übliche Divisionsverfahren ist aber schließlich nichts anderes 
als ein Mittel, diese Subtraktionen rascher auszuführen 
und gleichzeitig zu zählen. 

Um die Kinder leicht in die Praxis der Division ein- 
zuführen, empfiehlt es sich, sie anfangs stets zuerst die 
Produkte des Divisors mit 2, 3, ... 9 bilden und auf- 
schreiben zu lassen. Dadurch wird das im Anfange so 
störende unsichere Schwanken und Zaudern vermieden. 

Wir wollen die praktische AusfQhrung der Division 
an dem Beispiele 643207 durch 273 zeigen. Die Produkte 
von 273 sind: 

1X273= 273 6X273 = 1638 

2 546 7 1911 

3 819 8 2184 

4 1092 9 2457 

5 1365 

Wenn wir das übliche Operationszeichen (:) für die 

Division verwenden, erhalten wir: 

643734 : 273 = 2358 
546 
977 
819 
1583 
1365 
2184 
2184 
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Der Dividend enthält 643 Tausender; wie unsere 
kleine Tabelle zeiget, ist der Divisor in 643 zweimal ent- 
halten; das sind 2 Tausender. Wenn wir 2 X 273 oder 
546 (Tausender) vom Dividend subtrahieren, führen wir 
mit einem Schlage 2000 Subtraktionen aus. Es bleibt 
97734 oder zunächst 977 Hunderter; in 977 ist, wie die 
Tabelle zeigt, der Divisor dreimal enthalten; das sind 3 
Hunderter. Zieht man vom Reste wieder 3 X 273 oder 
819 (Hunderter) ab, so macht man auf einmal 300 Sub- 
traktionen. Es bleibt 15834 oder zunächst 1583 (Zehner); 
darin ist der Divisor fünfmal enthalten, das sind 5 Zehner; 
indem wir 5 X 273 oder 1365 (Zehner) subtrahieren, haben 
wir auf einmal 50 Subtraktionen ausgeführt. Schließlich 
bleibt 2184; das ist gerade achtmal der Divisor. Nach Aus- 
führung dieser 8 Subtraktionen ist der ganze Dividend 
aufgebraucht. Der Quotient ist 2358, die Gesamtzahl aller 
Subtraktionen. 

In dieser Weise soll das Kind die Divisionen aus- 
führen lernen, ohne daß es gerade nötig wäre, ihm die 
obigen Erklärungen ganz ausführlich zu geben. 

Vorstehende Division ist ausführbar gewesen, weil 
Dividend und Divisor passend gewählt waren; nimmt man 
jedoch aufs Geratewohl zwei Zahlen, dann hat man wenig 
Aussicht, daß die Division möglich ist, daß man den 
Divisor so lange vom Dividend, beziehungsweise den Resten 
subtrahieren kann, bis nichts übrig bleibt. Es wird eine 
Zahl übrig bleiben, die kleiner als der Divisor ist, wenn 



— 58 — 

man diesen so oft als möglich subtrahiert hat. Diese 
ühtig bleibende Zahl heißt der Rest 'der unmöglichen 
Division. 

Wollten wir z. B. 220 durch 12 dividieren, so ist 
das, wie man leicht sieht, nicht möglich; hat man 12 von 
220 18mal subtrahiert, bleibt 4 übrig; daraus folgt, daß 
220 — 4, d. i. 216 durch 12 dividierbar (teilbar) ist; der 
Quotient wäre 18. Man sieht also, daß man aus unmöglichen 
Divisionen (welche einen Rest lassen) sofort mögliche erhält, 
wenn man einfach den Dividend um den Rest vermindert, 

übrigens beschäftige man sich mit der Division nur 
vom Gesichtspunkte ,des praktischen Rechnens. Für die 
ohne Zweifel interessanten Theorien ist im ersten Unter- 
richte wohl kaum Platz. 

Als Operationszeichen für die Division gebraucht 

man den Doppelpunkt zwischen Dividend und Divisor oder 

56 
einen Strich, also 56 : 7 oder -— bezeichnet den Quotienten 

56 
voii 56 und 7. Man kann somit schreiben 56 : 7 = — = 8. 

Allgemein heißt . — = q, daß die Division einer Zahl a 
durch eine andere b den Quotienten q ergibt. 

21. Die Brüche. 

Setzen wir den Fall, daß fünf Personen einen runden 
Kuchen unter sich gleichmäßig verteilen wollen. Man wird 
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den Kuchen (Fig. 15) durch Schnitte, die von der Mitte 
ausgehen, in fünf gleiche Teile teilen. Jede Person erhält 

* • ' 

dann einen solchen Teil, wie AGB. Dieser Teil heißt der 



S) 



fünfte Teil oder ein Fünftel ( — j des Kuchens. 

Von den fünf Personen seien drei abwesend, aber 
man will ihnen ihren Teil aufheben. Man wird dann die 
gleichen Stücke A B und BOG beiseite legen. Diese 



beiden Stücke sind dann zusammen zw^i Fünftel I — ) des 

C 



(I) 




2 
Kuchens. Solche Zahlen wie — heißen gebrochene 

o 

Zahlen oder Brüche. Der Strich heißt Bruchstrich, 

die Zahl oberhalb desselben heißt Zähler, sie zeigt die 

Zahl der Stücke an; die unterhalb stehende Zahl ist 

r 

r _ * 

der Nenner; er gibt an, in wie viele gleiche Teile das 
Ganze (der Kuchen) geteilt wurde. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß 5 Personen 17 gleiche 
Kuchen gleichmäßig aufteilen wollen. Da gibt es zwei 
Wege. Der eine besteht darin, daß man jeden Kuchen in 
5 gleiche Teile teilt, also jede Person ein Fünftel von 



5 

Weg wäre, die 17 Kuchen soweit als möglich zu verteUen, 
d. b. einem jeden 3 Kuchen zu geben; damit sbid 15 
Kuchen verteilt; die übrigen zwei werden in Ffinftel zer- 



5 ^b 

gemischte Zahl. 



Flg. 16. Fig. 17. 

Da die Brfiche beim ersten Unterrichte erfahrungs- 
gemäß Schwierigkeiten bieten, sei hier ein anschauliches 
Verfahren^) angegeben, die Qrundregehi für das Brach- 
reebnen zu gewinnen. 

Wir wollen eine beliebige konkrete Einheit (die sieb 
ihrer Natur nach teilen läßt) durch ein Rechteck ver- 
anschaulichen (Fig. 16 und 17). 

Indem man die Länge desselben in 5 gleiche Teile 
teilt, kann man das Rechteck in 5 gleiche senkrechte 



') Lea fractions von C. A. Laisant In Manuel g^närsl 
de l'instruction primtüre, 1907, Nr. 86. 
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StreiTen zerlegen. Jeder dieser Streifen ist ein Fünftel 
der EMieit (Elg. 16). 

Wenn man die Höhe in 5 gleiche Teile teilt, kann 
man das Rechteck hi 5 gleiche wagrechte Streifen zer- 
legen. Jeder derselben ist wieder ein Fünftel der Einheit 
(Pig. 17). 

Wenn man (F^g. 18) die Länge m 3, die Höhe in 4 
gleiche Teile teilt, zer^t das Rechteck durch die ent- 
sprechenden Ijnien in 3 X * ^ 12 gleiche kleine Felder, 
die jedes ein Zwölftel der Einheit vorstellen. 



Fig. 18. 

Eine beliebige Anzahl dieser Streifen oder Felder 
repräsentiert einen Bruch. Ist die Anzahl der Streifen 
oder Felder kleiner als jene, welche das Rechteck zu- 
sammensetzen, hat man einen echten Bruch, ist sie 
größer, einen unechten Bruch. Man siebt, daß ein 
echter Bruch kleiner als die Einheit, ein unechter 
größer als 1 ist. Nimmt man dagegen genau die Anzahl 
von Streifen oder Feldern, welche das Rechteck enthält, 
dann bat man also die Einheit selbst. Für gewöhnlich 
versteht man unter Bruch einen echten. 



J)ie nicht berflcksichtigrten Teile der Figur wollen 
wir schraffieren, die weiß gelassene Partie stellt hob dann 

einen Bruch vor, z. B. in Fig. 16 ^, in Fig. 17 -r, in 

7 
Fig. 18 ^. Die Anzahl der weißen Rechtecke (3, 4, 7) 

ist der Zähler, die Zahl der Rechtecke, in die die Einheit 
geteilt wurde (5, 5, 12), ist der Nenner. 

Grundregel: Man ändert den Wert eines Bruches 
nicht, wenn man den Zähler und den Nenner mit der- 
selben Zahl multipliziert. 



■ 4 ' 

15 3X5 

daß er gleich --r oder . , , . ist. 
20 4 X o 



Streifen dargestellt. Indem ich die Höhe in 5 gleiche Teile 
teile und Linien ziehe, zerfällt das Rechteck in 4 X 5 = 20 
Felder, Zwanzigstel. Die Figur zeigt nun unmittelbar, 
daß die weiße Fläche, welche den Bruch j dargestellt 



1& , 



hat, jetzt ^ beträgt. Die Größe des Bruches (der weißen 
Fläche) hat sich nicht geändert, aher der Nenner und der 

3 3 
Zähler sind verfünffacht worden. Also ist -^ = t 



3 X 5 ^ 15 
4X5 20' 

Man kann auch auf graphischem Weg:e zwei Brüche 
auf gleichen Nenner bringen. 

1 



der erste durch einen senkrechten, der zweite durch zwei 



ff 






Ä 



















Flg. 20. 

wa^echte Streifen (Fig. 20). Teilen wir dann das erste 
Rechteck in 3 wagrechte, das zweite in 4 senkrechte 
Streifen, so erscheinen die beiden Bruche in der Form 



12 

Mit Hilfe dieser graphischen Darstellung ergibt sich 
dann auch leicht die Addition und Subtraktion von 
Brüchen. 

Was die Multiplikation betrifft, so besagt die De- 
finition derselben, daß — mit -r- multiplizieren heißt, -r von " 
'54 4 



zwei Benkrechteii Streifen AB CD dargestellt. Indem wir 
die Höhe in 4 gleiche Teile teilen und die Linien ziehen, 



51 
solche Teile und schraffieren das Übrige. Die weiß ge- 



Feldern, deren die Einheit 5 X "^ '^^^i' ^^ umfi^t, ist also 



A B 

Flg. 21. 

Es Ist leicbt, auf diese Weise auch den Begriff des 
Verhältnisses zu erklären (das Verhältnis von a zu 6 
ist die Zahl, welche a mit b als Einheit mißt); zu zeigen, 



daß sich der Bruch ■=— — im so mehr dem Werte 1 

-f-m 

nähert, Je größer m ist; zu beweisen, daß ein Bruch der 
Quotient des Zählers durch den Nenner ist, so daß es 



die 
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kein Zufall ist, wenn die Bezeichnung der Division und 
der Brüche dieselbe ist f -^ drückt ebensogut den Quo- 

tienten von 15 durch 3, wie den Bruch -^ aus ) ; di 

Eigenschaften der Proportionen zu finden usw. 

Mit quadrilliertem Papier oder mit Hilfe kleiner 
Rechtecke (oder Quadrate) aus Holz oder Pappe, deren 
eine Seite geschwärzt ist, lassen sich alle diese Operationen 
wirklich ausführen. Sie sind lehrreich und unterhaltend 
zugleich, fesseln die Aufmerksamkeit des Kindes und 
lehren es ohne Anstrengung Wahrheiten, die es sieht, 
die es sozusagen mit seinen Händen bildet; es sind nicht 
mehr dunkle Phrasen, die es mechanisch hersagt, ohne 
sich viel dabei zu denken, sondern greifbare Wirklich- 
keiten. Es wird dann vortrefflich begreifen, daß auch 
die Brüche Zahlen sind und Verhältnisse zur Einheit 
bezeichnen. 

Aber was man betonen muß, was jedoch fast nie 
geschieht, ist, daß diese gebrochenen Zahlen nur auf 
Größen anwendbar sind, die sich ihrer Natur nach teilen 
lassen, wie die oben angeführten; wenn aber z. B. eine 
Aufgabe sich auf eine Anzahl von Personen bezieht, wäre 
die Anwendung gebrochener Zahlen eine Ungereimtheit 
und würde ihr Auftreten im Resultate die Unmöglichkeit 
der Aufgabe aufdecken. 

Mit anderen Worten, das Bruchrechnen läßt sich auf 
Dinge, die dazu geeignet sind, anwenden i^nd diese sind 

'~ Laisant, EinfOhrang in die Mathematik. 5 
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sehr zahlreich, aber es läßt sich nicht auf alles anwenden. 
Stets bleibt es ein wichtiger Grundsatz, vor dem Rechnen 
zu überlegen und den gesunden Menschenverstand zu 
Rate zu ziehen. 

Folgende vonLucas^) angegebene einfache Aufgabe 
mag die Berechtigung dieser Forderung dartun. Ein 
Schneider hat ein Stück Stoff von 16 Metern; jeden Tag 
schneidet er 2 Meter davon ab; nach wieviel Tagen wird 
er das ganze Stück zerschnitten haben? Voreiligkeit in 
Verbindung mit der Gewohnheit des rein mechanischen 
Rechnens fuhrt zur Antwort 8 anstatt 7, wie der gesunde 
Menschenverstand sagt. 

Die Beispiele über das Bruchrechnen müssen ab- 
wechslungsreich gestaltet werden, dürfen keine kompli« 
zierten Rechnungen erfordern und müssen sich möglichst 
an wirklich praktische Aufgaben anlehnen. 

In diesem Zusammenhange wird es sich auch 
empfehlen, die Aufmerksamkeit auf die Dezimalbrüche, 
die besondere Schreibweise derselben und das praktische 
Rechnen mit ihnen zu richten. 

Eine Menge guter Rechenbücher gibt dafür die notigen 
Fingerzeige. Ich beschränke mich darauf, zu betonen, daß 
sich besonders unter Verwendung der Längenmaße und 
Geldsorten nützliche Aufgaben bilden lassen. 



1) Ed. Lucas, französischer Mathematiker, geb. zu Amiens 
(1842 bis 1891). 
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22. Wir gehen zur Geometrie über. 

Was eine gerade Linie ist, wissen wir bereits. Sie 
ist das einfachste geometrische Gebilde. Wir wollen ver- 
suchen, unsere Kenntnisse in dieser Hinsicht ein wenig 
zu erweitem. Indem wir die Oberfläche eines ganz ruhigen 
Gewässers, eine glatte Eisfläche, die Zinmierdecke oder 
den Parkettboden betrachten, erhalten wir den Begriff der 
Ebene. Eine Tafel oder ein auf ein Reißbrett gespanntes 
Blatt Papier gibt uns ebenfalls die Vorstellung einer Ebene 

A 
A- B 

C D ' 

Fig. 22. Fig. 23. 

und wir nehmen wahr, daß die Ebene geradeso wie die 
gerade Linie unendlich ausgedehnt (unbegrenzt) gedacht 
werden kann. Auf eine Ebene läßt sich ein Lineal in 
jeder Richtung anlegen; man kann in einer Ebene beliebig 
viele Gerade ziehen. 

Zieht man nur zwei, so können sie (Fig. 22) parallel 
sein, wie AB, CD. 

Auf liniertem Papier sieht man lauter parallele Linien 
und bemerkt, daß parallele Gerade niemals einander treffen. 

Wenn im Gegenteü (Fig. 23) zwei Gerade AB, CD 
sich in einem Punkte treffen, entstehen vier Winkel 
AOC, COB, BOD, DOA. Zwei Winkel sind einander 

6* 
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grleich, wenn sie durch Aufeinanderlegen zur Deckung ge- 
bracht werden können. So sind die Winkel AOC und 
BOD einander gleich; ebenso COB und DOA 

Wenn zwei Gerade (Kg. 24) einander so schneiden, 
daß die Winkel DOA und AOC gleich sind, dann sind 
alle vier Winkel um einander gleich; man nennt solche 
Wmkel rechte. Auf quadrilliertem Papier sieht man 
überall, wo sich zwei Linien schneiden, rechte Winkel. 
Wenn zwei Gerade sich unter rechten Winkeln schneiden, 
A 



A B 

C D 

B E f 

Fig. 24. Fig. 25. 

sagt man, sie stehen aufeinander normal oder sie sind 
winkelrecht. 

Ein Winkel, der kleiner als ein rechter ist, wie 
AOC in Fig. 23, heißt spitz; ist er großer als ein rechter, 
wie COBj heißt er stumpf. 

Ein frei hängender, durch ein Gewicht gespannter 
Faden stellt eine Gerade dar, die man lotrecht oder 
vertikal nennt. Jede dazu normale Gerade ist wagrecht 
oder horizontal. Alle Geraden, die man sich auf einer 
ruhigen Wasserfläche gezogen denken kann, sind horizontal; 
daher nennt man diese Ebene selbst ebenfalls horizontal. 
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Auf quadrilliertem Papier heißen alle Linien, die von links 
nach rechts gehen, wagrecht, die anderen senkrecht, indem 
man sich das Blatt an einer Wand aufgehängt denkt. 

Zeichnet man auf ein Blatt Papier drei Gerade, so 
können verschiedene Fälle eintreten. 

Die drei Oeraden können (Fig. 25) parallel sein. 

Oder (Fig. 26) zwei derselben AB, CD sind parallel, 

f 
A 7^ B 





während die dritte EF sie in E und F schneidet. Die 
letztere heißt eine Transversale. In der entstandenen 
Figur sind alle mit (1) bezeichneten Winkel einander 
gleich, desgleichen die mit (2) bezeichneten. Die Summe 
eines Winkels (1) und (2) beträgt zwei Rechte. 




Fig. 28. 

Es kann auch sehi (Fig. 27), daß unsere drei Ge- 
raden alle durch ehien Punkt gehen, sie schneiden 
einander in einem Punkte. 
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Schließlich, wenn keiner der früheren Fälle vorliegt, 
schneiden sich die drei Geraden (Pig:. 28) zu zweien in 
drei Punkten A^ B, C und grenzen einen Teil der Ebene 
ABC ab, der für sich betrachtet (Pig. 29) ein Dreieck 
heißt Die Punkte -4, B, C sind die Ecken, die Strecken 
AB, BO, CA die Seiten, die Winkel bei A, B, C die 
Winkel des Dreieckes. 





ß 



Fig. 30. 



Ist ein Winkel A (Fig. 30) ein rechter, heißt das 
Dreieck rechtwinklig, ist ein Winkel A (Fig. 31) stumpf, 
heißt es stumpfwinklig. 

A 






B B 



Fig. 31. 



C B 
Fig. 32. 



Hat ein Dreieck, wie in Pig. 32, zwei gleiche Seiten 
AB, AC, heißt das Dreieck gleichschenklig; dann sind 
auch die Gegenwinkel der gleichen Seiten B und C 
einander gleich. 
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Sind in einem Dreiecke (Fig:. 33) alle drei Seiten 
gleich, dann heißt es gleichseitig. In diesem Falle sind 
auch die drei Winkel gleich. 

In einem Dreiecke ABC (Fig. 34) kann man irgend- 
eine Seite BC als Grundlinie oder Basis wählen. Der 
gegenüberliegende Eckpunkt Ä heißt dann der Scheitel, 
das vom Scheitel auf die Basis gefällte Lot ÄÄ' die Höhe 
des Dreieckes. 

Diese einlache Figur, das Dreieck, hat unzählige 
Eigenschaften. Einige davon werden wir später kennen 

A A 




B 




Fig. 33. 



Fig. 34. 



lernen. Vorläufig wollen wir uns die Figuren einfach an- 
schauen und ihre Namen kennen lernen. Auch das ist 
schon etwas. 

Ein von mehreren Geraden, oder besser Strecken, 
begrenzter Teil der Ebene (Fig. 35) heißt ein Vieleck 
oder Polygon. Die Strecken AB, BC, . , . HA sind die 
Seiten, die Punkte A, B, , . . H ^e Ecken und die 
Winkel A, B, . . , H die Winkel des Vieleckes. 

Das Vieleck in Fig. 35 hat lauter hohle Winkel (kleiner 
als zwei Rechte); es heißt daher hohlwinklig oder konvex. 
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Das Vieleck in Fig. 36 hingegen hat einspringende 
Ecken, es ist ein nichtkonvexes Vieleck. Im folgenden 
wird nur von konvexen Vielecken die Rede sein. 

Eine Gerade A D (Fig. 35), welche zwei Ecken eines 
Vieleckes verbindet^ aber keine Seite ist, heißt Diagonale* 

A 





Fig. 36. 

In jedem Vielecke ist die Zahl der Ecken, Seiten 
und Winkel gleich. Nach der Zahl der Ecken benennt 
man die Polygone als Dreiecke, Vierecke, Fünfecke, 
Sechsecke usf. 

Die Fig. 35 stellt also ein konvexes Achteck, Fig. 36 
ein Siebeneck mit einspringenden Ecken dar. 




Ein Viereck (Fig. 37), in welchem zwei Seiten AB, 
CD einander parallel sind, die beiden anderen jedoch 
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nicht, heißt ein Trapez. Die parallelen Seiten sind die 
Grundlinien, die nichtparallelen die Schenkel. 

Ein Viereck, in welchem beide Paare Oeg^enseiten 
parallel sind, heißt Parallelogramm (Fig. 38). Die 
parallelen Seiten sind gleich lang: AB=^CD, AD=^BCj 
Auch die Gegenwinkel Ä^ C und By D sind gleich. 



B 





B 




D H 

Fig. 38. Fig. 39. 

Sind alle vier Seiten eines Parallelogrammes gleich, 
dann heißt es Rhombus (Fig. 39). 





Ist (Fig. 40) ein Winkel eines Parallelogrammes ein 
rechter, dann sind es alle vier und das Parallelogramm 
heißt Rechteck. 

Ein Rechteck mit gleichen Seiten heißt Quadrat 
(Fig. 41). 

In jedem Vierecke gibt es zwei Diagonalen; in 
jedem Parallelogranmie (Fig. 38, 39, 40, 41) schneiden 
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sich diese Diagonalen in einem Punkte 0, welcher der 
Mittelpunkt desselben ist. Im Rhombus (Fig. 39) stehen 
die Diagonalen aufeinander normal; im Rechtecke (Fig. 40) 
sind sie gleich; im Quadrate (Fig. 41) sind sie gleich und 
winkelrecht. Das Quadrat ist gewissermaßen ein Rhombus 
und Rechteck zugleich. 

Zieht man in einem Parallelogramm (Flg. 38) eine 
Gerade ÄH normal zur Basis CD, dann ist dieselbe 
auch zu AB normal und heißt Höhe des Parallelo- 
grammes. 

Auf qua(}rilliertem Papier kann man, den vorge- 
zeichneten Linien folgend, leicht Rechtecke und Quadrate 
zeichnen. 

Es ist notwendig, sich mit Bleistift, Lineal und Maß- 
stab im sorgfältigen Konstruieren der verschiedenen Figuren 
zu üben, von denen wir gesprochen haben, sowie anderer, 
die man ersinnen mag. Doch muß man sich auch gewohnen, 
sie aus freier Hand, ohne Hilfe eines Instrumentes, zu 
zeichnen. Eine gute Übung besteht darin, nachdem man 
eine Figur mit Bleistift unter Zuhilfenahme der Instrumente 
sorgfaltig konstruiert hat, sie freihändig mit Tinte nach- 
zuziehen. 

Über den Gebrauch des Zirkels und des Transporteurs 
werden wir später zusammenfassend berichten. 

Vergessen wir übrigens nicht, daß das Zeichnen 
picht vernachlässigt werden durfte, seit wir die ersten 
Striche zu ziehen begonnen haben. 
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Denken wir uns (Fig. 42), in einer horizontalen 
Ebene z. B., ein Vieleck ÄBCDE, von dessen Ecken 
wir nach aufwärts die parallelen, und gleichen Strecken 
ÄÄ', BB\ CO, DD\ EE' ziehen. Dann sind die Punkte 
^', B\ C\ D\ E die Ecken eines anderen, dem ersten 
gleichen .Vieleckes. Die Vierecke AA* BB*, ... sind 
Parallelogramme und der von diesen Parallelogrammen 
und den beiden Polygonen begrenzte Körper heißt ein 
Prisma. Die beiden Vielecke sind die Grundflächen, 

E' 




die Parallelogramme die Seitenflächen. Die Entfernung 
der Ebenen der beiden Grundflächen voneinander ist die 
Höhe. Die Strecken AA\ BB* ... sind die Seiten-, 
die Strecken AB, A^ B' . . . die Grundkanten. 

Sind die Seitenkanten vertikal (die Grundfläche 
horizontal angenommen), dann heißt das Prisma gerade. 

Sind die Grundflächen Parallelogramme, heißt das 
Prisma ein Parallelepiped; ist es von lauter Rechtecken 
begrenzt, heißt es ein rechtwinkliges Parallelepiped, 
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ist es von lauter Quadraten begrenzt, ein Würfel, Kubus 
oder Hexaeder (Fig. 43). 

Nehmen wir (Fig. 44) ein Vieleck ABCDE und 
verbinden alle Ecken mit einem Punkte S außerhalb der 
Ebene des Vieleckes, so entsteht ein Körper, der von dem 
Vielecke ABCDE nn^ den Dreiecken SAB, SBC,... 
begrenzt wird; er heißt eine Pyramide. Das Vieleck ist 
die Grundfläche oder Basis, die Dreiecke sind die 

0' C* 





A B 

Fig. 43. 

Seitenflächen, die Strecken AB, BC, . . , die Grund-, 
die Strecken S Al, SB,... die Seitenkanten; der Punkt 
S heißt Scheitel, seine Entfernung von der Basis Höhe 
der Pyramide. 

Zur Unterstützung der Phantasie kann man sich 
leicht kleine Modelle der besprochenen Körper aus einigen 
Holzstäbchen und ein wenig Draht anfertigen oder mit einem 
Messer aus einer Rübe oder einer KartofTel herausschneiden. 

Man wird bemerken, daß die Figuren 42 und 44 
perspektivische Darstellungen von Drahtmodellen sind. 
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weil alle Kanten sichtbar sind, indes der Würfel in Fig. 43 
ans irgend einem festen Material geformt zu denken ist, 
so daß man die drei punktierten Kanten nicht sieht. 

23. Die Winkelsumme der Vieleoke.^) 

Die Summe sämtlicher Innenwinkel eines Vieleckes 
nennt man seine Winkelsumme. 

Dreht man (Fig. 45) in dem Dreiecke ABC die 
Gerade AC um den Punkt A nach AB, hierauf im 




Fig. 45. 

gleichen Drehungssinn um B nach B C, so hat man die 
Gerade erst um den Winkel a, dann um b, im ganzen 
also um den Betrag a-\-b gedreht. Dieselbe Endlage 
erzielt man aber auch, wenn man die Gerade A C um C 
um den Winkel u dreht. Demnach ist a-\'b = u und da 
w + ^ = 2 i? (2 rechte oder 1 gestreckter Winkel), so ist 
auch a-\-b -\- c = 2R. 

Man kann auch an einer Seite des Dreieckes ein 
Lineal anlegen und es an den drei Ecken so drehen, daß 



Zusatz des Übers, nach Mach „Erkenntnis und Irrtum". 
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nacheinander, immer im gleichen Sinne, die drei Winkel 
beschrieben werden. Dadurch kommt das Lineal wieder 
an die ursprüngliche Seite zu liegen, jedoch verkehrt, die 
Schneide nach der entgegengesetzten Seite gerichtet, alse 
um einen gestreckten Winkel gedreht; so groß ist also 
auch die Winkelsumme. 

Oder man umschreite, immer vorwärts gehend, ein 
Dreieck längs seiner Seiten; am Ausgangspunkte wieder 
angelangt, wird man finden, daß man eine volle Umdrehung 



(4 Rechte) um seine Körperachse ausgeführt hat. Dabei 
hat man die drei Außenwinkel des Dreieckes (wie u 
in Fig. 45) beschrieben; folglich bleiben von den 3mal 
2 Rechten an den 3 Ecken (wie c-{-u in Fig. 45) für die 
Innenwinkel 2 Rechte übrig. 

Man falte ein dreieckiges Stück Papier, wie es die 
punktierten Linien der Fig. 46 andeuten; dann kommen 
die drei Ecken im Punkte M zusammen und die drei 
Winkel bilden einen gestreckten Winkel. 

Die Winkelsumme im Dreieck beträgt zwei 
Rechte* 
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Jedes Viereck läßt sich durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerlegen; daher ist die Winkelsumme im 
Vierecke 2X2 Rechte oder vier Rechte. 

Jedes Vieleck läßt sich durch die von einem End* 
punkte aus gezogenen Diagonalen in lauter Dreiecke zer* 
legen; ihre Zahl ist immer um 2 kleiner als die Zahl der 
Seiten des Vieleckes. Das Fünfeck läßt sich in 3, das 
Sechseck in 4 Dreiecke teilen usf. Folglich heträgt die 
Winkelsumme im Fünfeck 3, im Sechseck 4 gestreckte 
oder 6, beziehungsweise 8 rechte Winkel. 

Allgemein: das n-Eck läßt sich in n — 2 Dreiecke 
zerlegen; in jedem derselben ist die Winkelsumme gleich 
einem gestreckten Winkel, daher im n- Ecke gleich n — 2 
gestreckten oder 2 X (^ — 2) rechten Winkeln. Für 
das Dreieck (n = 3) ergibt sich dann wieder 2 B, für das 
Viereck (w = 4) 4i2 usf. 



24. Die Flächen. 

Das Wort „Geometrie" bezeichnet nach seiner Ety- 
mologie „Erdmessung". Das entspricht nicht mehr dem 
Begriffe, den wir heute mit dem Worte verbinden, aber 
es klärt uns über den Ursprung dieser Wissenschaft auf, 
die wie alle anderen aus dem Bedürfnisse des Menschen 
geboren wurde. Schon frühzeitig ergab sich die Not- 
wendigkeit, die Größe von Grundstücken zu ermitteln. Da 
diese ziemlich eben und meist geradlinig begrenzt sind, 
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also die Gestalt eines Vieleckes haben, handelt es sich 
darum, die Größe von Polygonen zu berechnen. 

Um irgend etwas zu messen, braucht man eine 
Einheit. Längen können wir messen, indem wir als Längen- 
einheit das Meter nehmen oder ein Zündhölzchen oder 
die Seite eines Feldes des quadrlUierten Papiers u. dgl. m. 
Nur braucht man, um eine Länge zu messen, eine Einheit, 
die ebenfalls eine Länge ist. In gleicher Weise braucht man, 
um eine Fläche zu messen, wieder eine Fläche als Einheit. 

Ist einmal die Längeneinheit fest gewählt, dann ist 
die Flächeneinheit ein Quadrat, das die gewählte 
Längeneinheit zur Seite hat. 

Um eine Länge zu messen, genügt es, die Längen- 
einheit so oft als möglich aufzutragen und zu zählen, wie 
viel mal sie sich auftragen ließ. Wie leicht einzusehen, 
ist ein ähnliches Verfahren für die Flächenmessung prak- 
tisch undurchführbar; man müßte die zu messende Fläche 
mit den Einheitsflächen ganz bedecken, was in der Regel 
unausführbar sein wird. 

Für die früher beschriebenen Figuren gibt es nun 
sehr einfache Verfahren, um ihre Fläche zu bestimmen. 

Befassen wir uns zunächst mit dem Quadrate. Wir 
nehmen ein Stück quadrilliertes Papier, dessen Quadrate 
die Flächeneinheit sein sollen, indem wir deren Seiten als 
Längeneinheit wählen. 

Wir zeichnen darauf ein Quadrat von der Seite 7 
(Fig. 47). Dann besteht das ganze Quadrat aus 7 Reihen 
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^u je 7 Feldern. Ihre Gesamtzahl ist somit 7 X ? = 7^ = 49. 
Wäre statt 7 die Maßzahl der Seite a, so wäre in gleicher 
Weise die Maßzahl der Fläche a\ a = a^, d. h. also die 
Zahl, welche die Fläche mißt, ist die zweite Potenz jener Zahl, 
welche die Seite mißt. Dies ist auch der Grund, daß man die 
zweite Potenz einer Zahl auch das Quadrat derselben nennt. 






Fig. 47. 



Fig. 48. 



Nehmen wir nun (Fig. 48) ein Rechteck, dessen 
Seiten 8 und 3 sind; die Zahl der Felder, also die Zahl, 
welche die Fläche mißt, ist dann 8X3, oder, wenn wir 
statt 8 und 3 zwei andere Zahlen a und b haben, das 
Produkt a 6. 

A H 




D 



Fig. 49. 



Betrachten wir jetzt das Parallelogramm AB CD 
(Fig. 49). Denken wir es uns aus Karton geschnitten, so 



Laisant, Einffthrung in die Mathematik. 
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können wir durch einen Schnitt längs der Höhe CH das* 
schraffierte Dreieck BCH abschneiden und links ansetzen. 
Dadurch erhalten wir das Rechteck CDKH, dessen 
Fläche somit gleich der des gegebenen Parallelogrammes 
ist. Dieses Rechteck hat zu Seiten die Grundlinie CD des 
Parallellogrammes und dessen Höhe CH, Daher hat die 
Fläche eines Parallelogrammes zur Maßzahl das Produkt 
der beiden Zahlen, welche die Grundlinie und die Höhe 
messen. 

Ein Parallelogramm (Fig. 50) kann man durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke teilen, die genau aufeinander 

A B 





Fig. 50. 



Fig. 51. 



passen. Daher ist das Dreieck ACD gerade die Hälfte 
des Parallelogrammes. Man erhält infolgedessen die Maß- 
zahl der Fläche eines Dreieckes, wenn man die Maßzahlen 
der Grundlinie und Höhe miteinander multipliziert und das 
Produkt durch 2 teilt. 

Ein Trapez (Fig. 51) läßt sich in gleicher Weise in 
zwei Dreiecke zerlegen, von denen das eine zur Flächen- 
zahl das halbe Produkt aus der einen Grundlinie A B und 
der Höhe AH, das andere zur Flächenzahl das halbe 
Produkt aus der anderen Grundlinie CD und der Höhe 
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Ä H hat, woraus fol^t, daß die Flächenzahl des Trapezes 
das halbe Produkt aus der Summe der beiden Grund- 
linien AB, DC und der Höhe A H ist. 

Man kann übrigens (Fig. 52) ein Trapez auch leicht 
in ein flächengleiches Rechteck verwandeln. Man braucht 
nur durch die Mitte der Schenkel, L und M, die Höhen 
HK und IJ zu ziehen; dann passen die schraffierten 
Dreiecke LDH und MCI genau auf die Dreiecke LAK 
und MBJ, wodurch das Rechteck if //JE' entsteht, dessen 
Grundlinie HI oder KJ, wie aus der Figur leicht zu ent- 
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Fig. 52. 




F 



nehmen ist, gleich der halben Summe der Grundlinien A B 
und CD des Trapezes ist. 

Endlich verlängere man (Fig. 53) die Seite AB 
um das Stück B F=CD und die Seite CD um das Stück 
CG = AB. Die entstandene Figur AFGD ist ein Paral- 
lelogramm, bestehend aus zwei gleichen Trapezen. Jedes 
von ihnen ist somit die Hälfte des Parallelogrammes, 
welches die Summe der Parallelseiten des Trapezes zur 
Grundlinie und dessen Höhe zur Höhe hat. Ein einfacher 
Schnitt durch ein Parallelogramm gibt uns somit die 
Flächenberechnung des Trapezes. 

6* 
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Stellen wir die erhaltenen Resultate kurz zusammen: 
Quadrat. — Seite a Fläche a^ 

Rechteck. — Seiten a, 6 „ab 

Parallelog^ramm. — Grundlinie a; Höhe h „ ah 



Dreieck. — Grundlinie a; Höhe h 



n 



ah 
~2 



Trapez. — Grundlinien a, 6; Höhe h „ (^+J^)^ 

Kann man einmal die Fläche eines Dreieckes be- 
stimmen, dann kann man auch die Fläche eines beliebigen 




Fiff. 54. 



'O 



Vieleckes ÄBCD E F (Fig. 54) ausmessen, da man es 
durch die von einer Ecke ausgehenden Diagonalen Ä C^ 
AD, AE in lauter Dreiecke zerlegen kann. 

Zur Übung lasse man regelmäßige Flächen aus-* 
messen, wie eine Tür, ein Fenster, einen Tisch, den Fuß- 
boden oder die Zimmerdecke, einen Hofraum u. dgl. Es 
genügt dazu ein einfaches Bandmaß. Je nach der zu 
messenden Länge wird man ein Meter, Dezimeter oder 
Zentimeter als Längeneinheit wählen. Ohne noch theo- 
retische Kenntnisse davon zu besitzen, wird man sich 
dadurch mit den einfachsten Anwendungen des metrischen 
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Systems vertraut machen; man wird einen auf Anschauung 
basierten richtigen Begriff von der Anwendung der ver- 
schiedenen Einheiten erhalten. Diese schon an sich nütz- 
liche Kenntnis wird später, in der Zeit der eigentlichen 
Studien, von beträchtlichem Werte sein. 



25. Die Eselsbrücke. 

Es gibt in der Geometrie einen berühmten und 
wichtigen Lehrsatz, der oft der Schrecken der Schüler ist, 
weil der gewöhnlich gegebene Schulbeweis desselben ge- 
künstelt und schwer zu behalten ist. Es ist der Pytha- 
goräische Lehrsatz (obwohl er schon Jahrhunderte vor 
Pythagoras bekannt war), auch die Eselsbrücke genannt, 
ohne Zweifel deswegen, weil mittelmäßige Schüler mit ihm 
auf Kriegsfuß stehen und einige Mühe haben, dieses 
Hindernis zu nehmen. 

Was ein recktwinkliges Dreieck ist, wissen wir 
bereits. Die längste Seite BC (Fig. 55), jene, welche 
dem rechten Winkel gegenüber liegt, heißt Hypotenuse, 
die beiden anderen, AB, AC, welche den rechten Winkel 
einschließen, heißen Katheten. Errichtet man über den 
drei Seiten drei Quadrate, so ist das Hypotenusen- 
quadrat gleich der Summe der beiden Katheten- 
quadrate. Das ist der gefürchtete Pythagoräische Lehrsatz. 

Es gibt mehrere, zum Teil schon in den ältesten 
Zeiten von den Indern erfundene Beweise für diesen Satz. 
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Wir, die wir nicht Qeametrie studieren, wollen uns 
faler begnügen, uns von der Richtigkeit des Satzes in 
folgender einfacher, aber anschaulicher Weise zu überzeugen. 




Man schneide aus Karton ehi Quadrat (Flg. 56) von 
der Seite AB und vier gleiche rechtwinklige Dreiecke 




Fig. 66. 
mit den Katheten AC und BC {AC-\-BC=AB) und 
lege sie einmal so, wie Fig. 56 (1), dann wie Fig. 56 (2) 
es anzeigt, auf das Quadrat. Der freibleibende Teil des- 
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selben ist das erstemal das Hypotenusenquadrat, das 
zweitemal bildet er die beiden Kathetenquadrate, wodurch 
die Gleichheit der letzteren mit dem ersteren sofort augen- 
scheinlich ist. Das ist eines der einfachsten Geduldspiele. 
Das Kindy das ein- oder zweimal die Sache gemacht hat, 
wird es sein Leben lang nicht wieder vergessen und wird 
beim Herannahen der Eselsbrücke nicht in Schrecken oder 
Verwirrung geraten. Man darf nur einfache Dinge nicht 
verwickeln und nicht schwer machen, was leicht ist. 



26. Arithmetisch-geometrische Analogien. 

über einer Strecke ABC (Fig. 57) errichten wir ein 
Quadrat ACIG, machen CF = BC, ziehen FEB parallel 
zu ÄC und BEH parallel zu CI; dann erscheint das 
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Fig. 57. 



gegebene Quadrat durch die Linien B H und D i'' in 4 
Stücke geteilt. Diese sind: 

1. BCFE, ein Quadrat mit der Seite BC; 
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2. EHGDy ein Quadrat mit der Seite DE = ÄB', 

3. EFIH, ein Rechteck, dessen Seiten gleich AB 
und B C sind; 

4. ABEDj ein dem vorigen gleiches Rechteck. 
Die Fig. 57 gibt uns dann den geometrischen Satz: 

„Das Quadrat über der Summe zweier Strecken ist gleich 
dem Quadrate über der ersten, mehr dem Quadrate über 
der zweiten Strecke, mehr dem doppelten Rechtecke aus 
beiden Strecken." 

Wenn wir die Figur auf quadrilliertes Papier 
zeichnen und alle Flächen auswerten, indem wir einfach 
die Felder abzählen, erhalten wir folgenden arithmetischen 
Lehrsatz: 

„Das Quadrat (die zweite Potenz) der Summe zweier 
Zahlen ist gleich der Summe der Quadrate der beiden 
Zahlen, vermehrt um ihr doppeltes Produkt." 

Bezeichnen wir A B mit a, BC mit 6, so lautet die 

diesbezügliche algebraische Formol: 

(a4-&)^ = e^^ + 2a6 + 62. 

Das sind drei Sätze, mit denen man das Gedächtnis 
der Kinder dreimal belastet, ohne ihnen zu sagen, daß 
alle drei nur ein einziger sind. Das Aussehen, die Kleidung 
sind verschieden; die Person ist dieselbe. Weiß man das 
vorher, wird man sich Zeit und Mühe sparen; man wird 
auch erkennen, daß die Einteilungen der Wissenschaft 
zwar notwendig sind, jedoch manchmal die Tatsachen ver- 
dunkeln und ihren Zusammenhang verdecken, so daß man 
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sieh frühzeitig daran gewöhnen muß, die Analogien, denen 
man begegnet, zu erkennen. 

Wir werden gleich noch andere feststellen. Wir er- 
richten (Fig. 58) über der Strecke ABC das Quadrat 
AB FE von der Seite AB, das Quadrat ACJH von 
der Seite AC, über EH das Quadrat EHGD und ver- 
längern B F bis Z 

Um das Quadrat AB FE zu erhalten, muß man 
von der ganzen Figur die beiden Rechtecke BCJI und 
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Fig. 58. 



FIGD wegnehmen. Die Gesamtfigur besteht aus zwei 
Quadraten, deren Seiten gleich AC und BG sind; die 
beiden Rechtecke sind gleich und ihre Seiten sind von 
der Größe A C und B C; endlich ist A B die Differenz 
von A C und B C. Somit : 

Geometrie. — Das Quadrat über der Differenz 
zweier Strecken ist gleich der Summe der Quadrate über 
diesen beiden Strecken, vermindert um das doppelte Recht- 
eck aus ihnen. 
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Arithmetik. — Das Quadrat, der Differenz zweier 
Zahlen ist gleich der Summe der Quadrate derselben 
weniger ihrem doppelten Produkte. 

Algebra. — Man erhält die Formel: 
(a — 6)2 = a» — 2 a 6 + bK 

Noch ein Beispiel, das uns die Fig. 59 gibt. ABJH 
ist em Quadrat, ÄCGD ein Rechteck, FG, FJ, DE 
sind gleich BC, DEIH ist ein Quadrat. 
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Fig. 59. 



Das Rechteck ÄCGD hat also zu Seiten ÄB-\-BC 
und AB — BC. Nehmen wir das Rechteck B CG F davon 
weg und setzen es an Stelle des gleichen Rechteckes 
EFJIy so erhalten wir die Figur ABJIED, welche 
die Differenz der Quadrate ABJH und DEIH ist, die 
über AB und DE=BC errichtet sind. Somit: 

Geometrie. — Das Rechteck, welches die Summe 
und Differenz zweier Strecken zu Seiten hat, ist gleich 
der Differenz der Quadrate über diesen zwei Strecken. 

Arithmetik. — Das Produkt aus der Summe undDiffe- 
renz zweier Zahlen ist gleich der Differenz ihrer Quadrate. 
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Algebra. — Man erhält die Formel: 

Um so wichtige Lehrsätze zu erhalten, genügt es also, 
einige Figuren auf^ Karton zu zeichnen und auszuschneiden. 

Man hat manchmal solche Zusammensetzaufgaben 
Aufgaben zum Kopfzerbrechen genannt. Mit Unrecht; im 
Gegenteil, so angewendet, wie wir es soeben gezeigt haben, 
sind sie vielmehr geeignet, in Zukunft manches Kopf- 
zerbrechen zu verhüten. 



27. Der achtteilige Würfel. 

Von einer Ecke eines Holzwürfels (Fig. 60) tragen 
wir auf den drei zusammenstoßenden Kanten die gleichen 
Stücke A, OB, C ab. Durch die so erhaltenen Punkte 
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Fig. 60. 



Ay B, C führen wir parallel zu den Würfelflächen drei 
Schnitte AAA, BBB, CCC. 

Dadurch wird der Würfel in acht Stücke geteilt. 
Von der Gestalt derselben können wir uns eine Vorstellung 
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machen, wenn wir nach Ausfuhrung der Schnitte die ohere 
Platte abheben und rechts neben die untere legen, wie 
es Fig. 61 zeigt; a ist DA, 6 ist ^ der Fig. 60; (a) 
und (h) bedeutet, die Platte hat die Dicke a, beziehungs- 
weise h. 

Somit zerfallt der Würfel in acht Parallelepipede 
von den Dimensionen: 

untere Platte (links): aaa aha hba haa 
obere Platte (rechts): aah abb bbb bab. 
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Fig. 61 
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D. h. der Würfel von der Kante a-\-b besteht aus: 
einem Würfel von der Kante a 
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drei Parallelepipeden von den Kanten a, a, b 

» n n » » ^; "; ^* 

Wir sehen also, daß sich der über der Summe 
zweier Strecken errichtete Würfel aus folgenden Teilen 
zusammensetzt: 

1. aus einem Würfel über der ersten Strecke; 
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3. aus dem dreifachen Parallelepipede, welches das 
Quadrat der ersten Strecke zur Basis und die zweite 
Strecke zur Höhe hat; 

4. aus dem dreifachen Parallelepipede, welches das 
Quadrat der zweiten Strecke zur Basis und die erste 
Strecke zur Höhe hat. 

Das ist geometrisch gesprochen. 

Arithmetisch lautet der Satz: 

Der Kubus (die dritte Potenz) der Summe zweier 
Zahlen ist gleich der Summe der Kuben dieser Zahlen, 
mehr dem dreifachen Produkte aus dem Quadrate der 
ersten mal der zweiten, mehr dem dreifachen Produkte 
aus der ersten mal dem Quadrate der zweiten Zahl 

Die algebraische Formel endlich lautet: 

(a + 6)3 = a3 + 3 a2 & + 3 a &2 _|_ j3. 

Das ist vollkommen analog dem Vorgang im vorigen 
Kapitel für das Quadrat einer Summe. 

Mit einer entsprechenden Zahl kleiner Holzwürfel 
kann man die angegebene und noch viele andere Opera- 
tionen ausführen. Solche kleine Konstruktionsspiele, etwas 
methodisch geleitet, verhelfen dem Kinde mühelos zu einer 
räumlichen Anschauung der Figuren. 

Im Notfalle tut es statt des Holzwürfels von Fig. 60 
auch ein Stück Seife, das man mit einem dünnen Metall- 
draht leicht würfelförmig zuschneiden und dann in die 
gewünschten Teile zerlegen kann. 
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28. Die Dreieckszahlen. 

Der Beobachtung des Fluges gewisser Vögel ent- 
stammen nach Lucas die sogenannten Dreieckszahlen. 
An der Spitze flieget ein Vogel, hinter ihm zwei, dann drei, 
in einer vierten Reihe vier usf., so daß der ganze Plug 
die Form eines Dreieckes hat. 

Die Gesamtzahl der Vögel ist: 

1+2 + 3 + 4 + 5+ ... 

Durch Addieren kann man natürlich in jedem 
einzelnen Falle diese Summe finden. Doch wäre es z. B. 
sehr langwierig, die Zahlen von 1 bis 1000 wirklich zu 
summieren. 
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Fig. 62. 

Betrachten wir einmal die Fig. 62. Der Teil Ä ent- 
hält von oben nach unten 1, 2, 3 usf. bis 7 Quadrate; 
B dasselbe von unten nach oben. Jeder der beiden Teile 
A und B besteht somit aus: 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 Feldern. 
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Das Rechteck, von dem Ä und jB Je die Hälfte ist, 

7 V 8 
enthält 7X8 Felder, somit A allein -^ = 28 Felder. 

Dies ist sonach die Summe von 

1 + 2 + . . . + 7, 
kurz die siebente Dreieckszahl g^enannt. 
Ganz analog ist dann 

1 + 2 + 3+... + 1000 = i55^^^^ = 500500. 

Das ist gewiß viel kürzer, als alle die Zahlen zu addieren. 
Statt 1000 kann man jede beliebige Zahl n setzen 
und hat dann: 

1 4- 2 + 3 + . . . + n = ^i-^, 

wofür wir kurz i)^ (n*® Dreieckszahl) setzen wollen. 

Lassen wir in Fig. 62, welche im ganzen 2 D^ Felder 
enthält, die letzte Kolumne weg, so erhalten wir ein 
Quadrat von V Feldern, das durch die Zickzacklinie in 
zwei Teile geteilt ist, die Dy, .beziehungsweise De Felder 
haben. Man hat also: 

2A — 7 = 72 = A + ^6. 
Fügt man hingegen unten an die Fig. 62 eine Zeile 

von 8 Feldern hinzu, so erhält man aus dem bloßen An- 
blicke der Figur: 

22)7 + 8 = 82 = 2)8 + A, 
oder, statt 7 irgendeine andere Zahl n gesetzt, allgemein: 

2D„-w = n« = i), + i),_„ 

2D, + (n + l) = (n+l)2 = 2), + x + 2),. 
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Das sind sehr gelehrt aussehende Formeln, die jedoch 
nicht die geringste Rechnung erfordern. Man kann sie aus 
der Figur ablesen, man kann sie sehen, man kann sie 
mit kleinen Pappquadraten oder selbst Spielmarken, die 
man an Stelle der kleinen Quadrate legt, konstruieren. 



29. Die Quadratzahlen. 

Nehmen wh- (Fig. 63) ein Quadrat von 7 X 7 = 7^ = 49 
Feldern. Durch die stark ausgezogenen Linien erhalten 
wir 7 übereinander gelegte Quadrate von 1^, 2^ 3^, 4^, 
52, 6», 72 Feldern. 
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Fig. 63. 

Aus dem ersten Quadrate von einem Felde entsteht 
das zweite von 2^ Feldern durch Hinzufügen von 3, aus 
diesem das nächste von 3^ Feldern durch Hinzufügen von 
5 Feldern usf. Es ist somit 

22=14-3; 32 = 224-5 = 1 + 3 + 5, . . . .; 
72 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 
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d. h. das Quadrat von 7 ist gleich der Summe der ersten 
7 ungeraden Zahlen. 

Nimmt man statt 7 die beliebige Zahl n, so ist 
n«=l + 3 + 5+... +2n — 1, 
indem die vf^ ungerade Zahl 2n — 1 ist 

Eine kleine Veränderung der Fig. 63 läßt diese 
Bildung der Quadratzahlen noch deutlicher hervortreten. 
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Fig. 64. 

Fig. 64 zeigt die Quadrate von 1, 2, 3 und 4 deutlich 
als Summe der betreffenden ungeraden Zahlen. 

Mit kleinen Papp- oder Holzplättchen lassen sich 
diese Figuren leicht zusammenstellen und umformen. 

Wir können jetzt ohne Mühe auch die weit schwierigere 
Frage nach der Summe der Quadrate von 1, 2, 3 und 4 
z. B. lösen. Wenn wir diese Quadrate übereinander lagern, 
erhalten wir die Fig. 65. Denken wir uns zunächst die vier 
Quadrate in der Form, wie sie Fig. 64 zeigt, so haben wir: 

Laisant, Einfühnmg in die Mathematik. 7 



4 Einzelfelder 

3 Reihen zu je 3 

2 „ „ „ b 

1 „ „ 7 Feldern, 
welche untereinander angeordnet die Fig. 66 ergeben. 

Die Fig. 66, die Fig. .65 und die umgeklappte 
Fig. 65 legen wir nun zur Fig. 67 zusanunen. Das 
ergabt ein Rechteck, welches die gesuchte Felderzahl 
dreimal enthält. 



Die Höhe des Rechteckes ist 



1 + 2 + 3+4: 



4.5 



: 10 (nach Nr. S 



die Länge ist, wie die erste Reihe des Rechteckes zeigt, 
4 + 1 + 4 = 2X4 + 1 = 9. Die Zahl der Felder des 
Rechteckes ist somit 10 X ^ =" 90, daher die gesuchte 
Zahl ein Drittel von 90, d. i. 30. 
In der Tat ist 
1» + 2« + 3» + 4' = 1 + 4 + 9 + 16 = 30. 
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Nehmen wir statt 4 die Zahl n, so hat das Rechteck 

1 + 2 + 3 + . . . +n = ^^i^ Zeüen 
and 2 « -{- 1 Kolumnen, daher 

davon ist der dritte Teil zu nehmen. Somit ist 

P4-2» + 3' + ... + n^ = **(" + y" + ^\ 

eine Formel, deren Ableitung gewöhnlich Schwierigkeiten 
macht, mit kleinen Papptäfelchen aber in vorstehender 
Weise spielend gewonnen wird. 

Diese Formel zur Bestimmung der Quadratzahlen 
der ersten n ganzen Zahlen fand ehemals eine praktische 
Verwendung bei den Artilleristen, als man noch wirkliche 
Kugeln als Projektile benutzte. Diese Kanonenkugeln 
pflegte man in den Arsenalen zu Pyramiden mit quadra- 
tischer Grundfläche aufzuschichten, indem man ein Quadrat 
.aus den Kugeln bildete, darauf ein kleineres Quadrat usf , 
bis schließlich die Spitze aus einer einzigen Kugel bestand. 
Die Gesamtzahl der Kugeln eines solchen Kugelhaufens 
erhält man, indem man einfach die Kugeln einer Seite des 
Basisquadrates zählt und auf diese Zahl n die obige Formel 
itn wendet. Ist z. B. w = 17, so ist die gesuchte Zahl 

^2^^- = 1785. 

Man kann sich damit unterhalten, solche Kugel- 
pyramiden aus Orangen von annähernd gleicher Größe 
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oder einfacher aus Murmeln (Spielkugeln) zu bilden, wöbe 
man eine Unterlage von Sand mmmt, damit die Kugeln 
nicht wegrollen. 



30. Die Summe der Kuben. 

Um den Kubus einer Zahl, wie 2» = 2 . 2 . 2, 3» = 
= 3.3.3 usw. darzustellen, ist es bequem, eine größere 
Anzahl kleiner Holzwiirfel, etwa in der Größe der Spie - 
Würfel zu haben, die auch für andere Operationen vor- 
teilhaft sind. 

Doch erfüllen kleine quadratische Plättchen aus Holz 
oder Pappendeckel, ja selbst Spielmarken, schließlich den- 
selben Zweck. Wir wollen uns dieser letzteren bedienen 
und jede Einheit durch eine Spielmarke bezeichnen. 

Sehen wir zunächst, wie wir mit unseren Spielmarken 
die Kubikzahlen darstellen können. Der Kubus von 1 ist 1, 
eine einzige Spielmarke stellt ihn dar. Der Kubus von 2 
ist 2X2X2 oder 8; das gibt 2 Quadrate, jedes zu 
4 Marken, nebeneinander gestellt wie in Fig. 68 links. Doch 
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Fig. 68. 

können diese 8 Marken auch so angeordnet werden, wie 
Fig. 68 rechts, indem die vierte Kolumne horizontal darüber 
gelegt wird. 
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Nun der Kubus von 3, d. i. 3 X 3 X 3 = 27. Man kann 
ihn durch 3 nebeneinander gelegte Quadrate von je 
9 Marken darstellen (Fig. 69 links), oder so, Wie Fig. 69 
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Fig. 69. 
rechts es zeigt, indem man die 3 letzten Kolumnen hori- 
zontal darüber legt. 
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Fig. 7a 
Schließlich kann der Kubus von 4, d. i. 64, so dar- 
gestellt werden, wie Flg. 70 es zeigt, 4 Quadrate zu 
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16 Feldern nebeneinander oder 10 Kolumnen zu 4 neben- 
einander, die übrigen 6 horizontal darüber. 

Vereinigen wir nun die zweiten Teile der Figuren 
68, 69, 70, indem wir oben links noch eine Spielmarke 
als Kubus von 1 dazulegen, so erhalten wir die Summe 
der Kuben von 1, 2, 3, 4 in der Gestalt eines Quadrates 
(Fig. 71) von der Seitenlänge 1 + 2 + 3 + 4 = 10. Die 
Summe dieser Kuben ist somit 100. 
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Fig. 71. 

Wenn man jeden Kubus durch anders gefärbte Spiel- 
marken bildet, erhöht sich die Deutlichkeit der Figur ungemein. 

Durch die obige Konstruktion, die man bis zu einer 
beliebigen Zahl fortsetzen kann, haben wir erfahren, daß 
die Summe der Kuben der ersten n Zahlen gleich 
ist dem Quadrate der Summe dieser Zahlen. 
1 3 _|. 2 3 + 3 » + . . . + n» = ( 1 + 2 + 3 4- . . . + n) 2 = 

2>2 == [!L(!Ld^^^^ 



— 103 — 

Das ist abermals ein Resultat, das durch Rechnung 
viel mühevoller zu gewinnen ist^). 

3t. Die Potenzen von 11. 

Um das Quadrat von 11 zu erhalten, hat man zu 

rechnen 

11 

11 
ll^ 

11 



121 11« = 131. 
Der Kubus erg^ibt sich durch die Rechnung 

121 
11 



121 
121 



1331 11« = 1331. 

Die 4. Potenz durch die Multiplikation 

1331 
11 

1331 
1331 



14641 11*= 14641. 



1) Itfan beachte, daß in der Multiplikationstafel ohne Ziffern 
(Fig. 12) die Kuben von 1, 2, 8, . . . ebenfalls zum Vorschein 
kommen, wenn man die Quadrate von 1, 1 + 2, l-|-2 + 3, ... 
durch kräftige Striche voneinander sondert, so daß man also 
schon aus dieser einfachen Tafel obigen Satz entnehmen kfinnte. 
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Rjchteo wir unsere Äuftnerksamkeit auf die Ziffern 
1, 2, 1; 1, 3, 3, 1; 1, 4, 6, 4, 1 
mit denen die Potenzen von 11 geschrieben werden. 

Jede Potenz beginnt und endet mit 1; ans Jeder 
Potenz erb&lt man die folgende, indem man je zwei auf- 
einander folgende Ziffern addiert. 

Ans 11 erbat man 121, indem 1 + 1 = 2; 

ans 121 erhält man 1331, indem 1 + 2 = 3, 2 + 1 = 3; 

aus 1331 erhalt man 14641, indem 1 + 3 = 4, 
3 + 3 = 6, 3 + 1 = 4. 

Daß man diese und noch andere Zahlen so leicht 
erhalten kami, ist um so niltElicher, als sie in der Algebra 
eine wichtige Rolle spielen. Wir werden uns nocb weiter 
mit ihnen bescb&ftigen. 

32. Zahlendreieok und -Viereck. 

Wir schreiben (Fig. 72) die Ziffer 1 so oft unter- 
einander, als es uns belieht. In der ersten Zeile denken 



mg. 72. 
wir uns neben der 1 lauter Nullen, pie zweite Zeile 
bUdm vir durcb 44i}itian von 1 und 0, gleich 1, und 
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sflhräben diese 1 daneben. Nun wird die dritte Zeile 
gebildet: 1 + 1 =^ 2 (angeecbrieben), 1 -|- = 1 (angre- 
Bchrieben). Nun die vierte Zeile: 1 -|- 2 = 3 (angesobrieben), 
2+1 = 3 (Mgesohrieben), 1+0=1 (angeschrieben). 
EbeuBO die fQnfte Zeile: 1+3 = 4, 3 + 3=6, 
3 + 1=4, 1+0=1. Dieses Verfabreo setzt man beliebig 
weit fort. In den ersten Zeilen erkennen wir die Zlffeni 
der Potenzen von 11 wieder. 

Diese Tabelle heißt nach ihrem Erfinder das Paaeal> 
sehe Zahlendreieck*). 



Fig. 73. 

Wir schreiben jetzt (Pig. 73) auf quadrilliertem 
Papier in die Felder einer horizontalen und einer vertikalen 
Reihe die Ziffer 1, in die übrigen Felder die Summe der 
beiden Zahlen, welche links neben und Ober dem betreffenden 
Felde stehen. Man erhält so dieselben Zahlen 1, 1; 1, 2, 1; 
1, 3, 3, 1 ■ ■ . wie früher, nur in anderer Anordnung, nämlich 
in den Diagonalen von links nach rechts aufsteigend. 



') Blaise Paaoal, berOhmter Mathematiker und Philosoph, 
geb. zu Clermont-Ferrand (1623 bis 1663). 
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Diese TabelleheißtdasFermatscheZahlenqoadrat^). 

Dieses Zahlenqnadrat hat die bemerkenswerte Eigen- 
schaft^ daß die Zahl, die in einem Felde steht> angibt» 
aof ¥rievielfache Weise man von dem Anfangsfelde links 
oben in das betreffende Feld gelangen kann, wenn man 
keine rückläufige Bewegung macht, sondern stets nur nach 
rechts nnd abwärts schreitet. 

Auf wieviel verschiedenen Wegen kann z. B. auf 
einem Schachbrette (Flg. 74) ein Turm vom Anfangsfelde O 
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Rg. 74. 



aof das beliebige Feld X gelangen (rückläufige Bewe- 
gungen ausgeschlossen)? Das Format sehe Viereck gibt 
die Antwort: 84. Denn auf dem X entsprechenden Felde 
desselben steht 84. 

Die Zahlen dieses Viereckes haben noch andere 
merkwürdige Eigenschaften; doch wäre es verfirüht» sich 
jetzt schon damit zu beschäftigen. 



1) Pierre Fermat, der größte firanzQsische Mathematiker^ 
geb. zu Beaumont de Lomagne (1601 bis 1665), bedeutender 
Zahleiitheoretiker. 
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33. Die Zahlensysteme. 

Um die Zahlen durch Stäbchen daFzustellen, haben 
wir aus Stabchen Päckchen, aus Päckchen Bündel usw. 
gebildet, und zwar bildeten 10 Stäbchen ein Päckchen, 
10 Päckchen ein Bündel usf. 

Offenbar hätten wir auch eine beliebige andere An- 
zahl von Stäbchen, z. B. 8 zu einem Päckchen, 8 Päckchen 
zu einem Bündel usw. vereinigen können. Dann könnte 
man jede beliebige Zahl (Nr. 10) mit den Ziffern 0, 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7 schreiben. 

Das wäre dann ein Zahlensystem mit der Grund- 
zahl oder Basis 8, während das gebräuchliche Zahlen- 
system die Grundzahl 10 hat und deshalb Zehner- 
oder Dezimalsystem oder dekadisches System 
genannt wird. 

Wollte man 12 zur Basis wählen, also ein Duo- 
dezimalsystem bilden, müßte man aus 12 Stäbchen ein 
Päckchen, aus 12 Päckchen ein Bündel usw. bUden. Dann 
brauchte man außer der Null noch 11 Ziffern, nämlich 
außer den 9 Ziffern des Dezimalsystems noch ein Zeichen 
für 10 und eines für 11. 

Immer erfordert ein System mit der Basis B außer 
der Null B — 1 Ziffern. Die Basis selbst erscheint stets 
in der Form 10 (ein Zehner, Achter, Zwölfer z. B. und 
Einer; ein Päckchen zu 10, 8 oder 12 Stück und kein 
Einzelstäbchen). 
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Es ist ganz leicht, eine Zahl in einem beliebigen 
System zu schreiben oder ans einem System in ein 
anderes zu übersetzen. 

Es sei z. B. die Zahl 374 im Achtersystem gegeben 
und soll ins Zehnersystem übertragen werden. 374 besteht 
aus 3 Bündeln, 7 Päckchen und 4 Stäbchen. Im Achter^ 
System enthält jedes Bündel 8 Päckchen, Jedes Päckchen 
8 Stäbchen; also besteht die fragliche Zahl aus 

4 Stäbchen 4 Stäbchen 

7 Päckchen a 8 Stäbchen ... 56 „ 
3 Bündel ä 8 X 8 Stäbchen . . 192 „ 

252 Stäbchen 

Oder rascher: 3 Bündel ä 8 Päckchen gibt 24 Päck- 
chen, dazu die 7 Päckchen macht 31 Päckchen, ä 8 Stäb- 
chen gibt 248 Stäbchen, dazu die 4 Stäbchen ist 252 
Stäbchen. Dies ist die Zahl im Zehnersystem. 

Habe ich umgekehrt z. B die Zahl 598 des Zehner- 
systems in das Acbtersystem zu übertragen, brauche ich 
nur zu untersuchen^ wie viele Pakete zu 8X8X8? ^^^ 
viele Bündel zu 8X8, wie viele Päckchen zu 8 und wie 
viele Einzelstäbchen ich aus 598 Stäbchen bilden kann. 

Da 8X8 = 64, 8X8X8 = 512, habe ich zu rechnen: 

598:512 = 1; daher 1 Paket und 86 Stäbchen; 
86 

86:64 = 1; daher 1 Bündel und 22 Stäbchen; 
■ 2 • • 

22:8 = 2; daher 2 Päckchen und 6 Einzelstäbchen. 
6 
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Oder: 



698:8 = 74; daher 74 Päckchen und 6 Einzelstäbchen; 

38 
6 

74:8 = 9; daher 9 Bündel und 2 Päckchen; 
2 

9:8 = 1; daher 1 Bündel und 1 Paket. 
1 

Oder in gedrängter Schreibweise, der Quotient unter 

dem Divisor: 

598 8 



38 74[8_ 
6 2 9 [8_ 
1 1 

Die Zahl besteht daher im Achtersystem aus 1 Paket, 
1 Bündel, 2 Päckchen, 6 Einzelstäbchen, sie lautet so- 
mit 1126. 

Dieselbe Zahl ins 12-System übertragen gibt: 

598 [12 
118 49 [12 
10 1 4 

d. h. 10 Stäbchen, 1 Päckchen, 4 Bündel oder 41(10), 
wenn wir für 10 das Zeichen (10) wählen. 

Durch Vermittelung des Zehnersystems kann man 
in dieser Weise Zahlen eines beliebigen Systems in ein 
beliebiges andere übertragen. 

Bei ein wenig Übung ist es auch nicht schwer, in 
irgend einem Systeme zu rechnen. Man darf dabei nur 
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nicht vergessen, daß die Stellenwerte nicht 1, 10, lOO, . . . 
sondern 1, JB, JB«, ... sind, wenn B die Basis des 
Systems ist. 

Wb wollen noch die Zahl 1000 des Zehnersystems 
in den Systemen 2, 3, 4 ... 12 anschreiben: 

B = 2 1111101000 

3 1101001 

4 33220 

5 13000 

6 4344 

7 .... . 2626 

8 1750 

9 1331 

10 1000 

11 82(10) 

12 6(11)4 

wenn wir mit (10) und (11) die Ziffern 10 und 11 be- 
zeichnen. 

Einige Bemerkungen über die römischen Zahl- 
zeichen durften hier von Interesse sein. Sie werden fast 
nur noch bei Numerierungen und auf den ZifiTerblättem 
unserer Uhren angewendet. Doch findet man sie noch 
häufig in alten Inschriften. Das ist aber auch alles, so 
daß sie nur geringes mathematisches Interesse bieten. 
Anders verhält es sich dagegen vom pädagogischen Stand- 
punkte. 
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Wenn man auf einer Tafel eine Anzahl Striche in 
gleichen Abständen zieht und ganz plötzlich und uner- 
wartet Jemanden fragt, wie viele es sind, wird die Antwort 
auf den ersten Blick erfolgen, falls es sich um 2, 3 oder 
4 Striche handelt. Bei 5 oder mehr Strichen ist dagegen 
erst eine Gedankenarbeit zu leisten, nämlich eine Zerlegung 
in kleinere Gruppen. Das geschieht zwar ungemein rasch, 
meist sogar unbewußt, aber daß es geschieht, ist durch 
zahlreiche wissenschaftliche Versuche nachgewiesen. 

Anderseits bemerkt man, daß die Zahl 5 im romischen 
Zahlensystem eine Hauptrolle spielt. 

Es liegt deshalb die Annahme nahe, daß sein Ursprung 
in der oben angeführten physiologischen Tatsache zu 
suchen ist, während die Zahlzeichen selbst auf den ana- 
tomischen Bau der menschlichen Hand hinweisen. 

Die Zahlen eins, zwei, drei*, vier können durch einen, 
zwei, drei, vier erhobene Finger bezeichnet werden: 

I, n, m, mi; 

fünf ist die ganze Hand, welche mit geschlossenen und 
gestreckten Fingern, aber abgespreiztem Daumen erhoben, 
recht gut die Gestalt des Buchstabens V darbietet. Das 
Zeichen X für zehn, d. i. zweimal fünf, entsteht, wenn man 
zwei Fünfer, den einen umgekehrt, miteinander verbindet. 
Da wir hier nur die Grundsätze des römischen Zahlen- 
systems auseinandersetzen wollen, übergehen wir die Zeichen 
L, C, M, . . ., bemerken indes, daß man stets vermeidet, 
mehr als 4 gleiche Zeichen aufeinanderfolgen zu lassen. 
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Um die Zahlen 6, 7 . . . und 11, 12 . . . zu schreiben, 
setzt man die Striche rechts neben die V, beziehungs- 
weise X: 

VI, vn, . . . XI, xn, . . . 

Wahrscheinlich als weitere Verbesserung hat man 
später, wenngleich schon sehr bald, den Gedanken gefaßt^ 
in die Zahlbezeichnung die Subtraktion einzuführen, indem 
man die Einheit (oder andere Zeichen) links vorsetzte 
anstatt rechts daneben, was eine Addition bedeutet So 
erhielt man die Schreibweisen 

IV, IX, XL, ... 
d. h. fünf weniger eins, also vier; zehn weniger eins, also 
neun; fünfzig weniger zehn, also vierzig u. dgl. m. Es 
verdient auf diesen ersten bescheidenen Versuch der 
graphischen Ersetzung des Operationszeichens durch die 
Richtung hingewiesen zu werden. 

Es scheint demnach das romische Zahlensystem eine 
Art Fünfersystem gewesen zu sein, jedoch kein voll- 
kommenes, da es für die ersten vier Zahlen nicht 
besondere Ziffern verwendete, außerdem der Null ent- 
behrte, dieses wichtigen Angelpunktes eines rationellen 
Zahlensystems, dieses Nichts, das in der Arithmetik so 
wertvoll ist. 

34. Das Zweiersystem. 

Wir hörten im vorausgehenden Kapitel, daß ein 
Zahlensystem mit der Basis B außer der Null noch B-^1 
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Ziffern erfordert. Nimmt man also 2 zur Basis, so kommt 
man mit nur zwei Zahlzeichen, und 1, aus. 

Die Idee, alle Zahlen nur mit den ZifiTem und 1 
zu schreiben, scheint von Leibniz^) zu stammen, obzwar 
die Chinesen schon in den ältesten Zeiten davon Gebrauch 
gemacht haben sollen. 

Für den gewöhnlichen Gebrauch hätte dieses System 
den Nachteil, daß die Schreibung der Zahlen zu lang wird. 
So würde die Zahl 1000 des Dezimalsystems im Zweier- 
system 1111101000 geschrieben werden, also als zehn- 
stellige Zahl. Aber für gewisse Anwendungen ist das 
binäre System nützlich und interessant. So beruhen manche 
Spiele und Kartenkunststücke auf demselben. Folgendes 
Spiel hat Lucas in seiner Arithm^tique amüsante 
unter dem Namen der geheimnisvolle Fächer be- 
schrieben. 

Man denke sich die Zahlen von 1 bis 31 im binären 
System geschrieben: 



1 


1 


7 • 


111 


2 


10 


8 


1000 


3 


11 


9 


1001 


4 


100 


10 


1010 


5 


101 


11 


1011 


6 


110 


12 


1100 



Leibniz, Philosoph und Mathematiker, geb. zu Leipzig 
(1646 bis 1716). 

Laisantf Einfülurang in die Mathematik. S 
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13 


1101 


23 


10111 


14 


1110 


24 


11000 


15 


1111 


25 


11001 


16 


10000 


26 


11010 


17 


10001 


27 


11011 


18 


10010 


28 


11100 


19 


10011 


29 


11101 


20 


10100 


30 


11110 


21 


10101 


31 


Hill 


22 


10110 







Nun schreiben wir auf eine Karte A im dekadischen 
System jene Zahlen, die im binären System auf 1 endigen. 

Ä B C D E 
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25 




26 


27 




27 
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30 


31 




31 
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18 
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22 




26 




26 
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27 




27 


28 




28 




28 


29 




29 




29 


30 




30 




30 


31 




31 




31 
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Auf eine zweite Karte B schreiben wir ebenso jene 
Zahlen, deren vorletzte Stelle 1 ist; auf eine dritte, vierte, 
fünfte (C, Dj E) jene, deren dritte, vierte, fünfte Stelle 
von rechts 1 ist. 

Nun übergibt man diese 5 Karten einer Person, 
indem man sie auffordert, sich eine der aufgeschriebenen 
Zahlen zu merken und jene Karten anzugeben, auf denen 
die Zahl steht. Die obersten Zahlen dieser Karten geben 
als Summe die gedachte Zahl. Z. B. sei 25 die gedachte 
Zahl; sie findet sich auf den Karten A, D, E, die mit 
1, 8, 16 beginnen; 1 + 8 + 16 ist in der Tat 25. 

Die Erklärung^) ist folgende: da auf A jene Zahlen 
stehen, die im Zweiersystem geschrieben an erster Stelle 
rechts eine 1 haben, auf B jene, die an zweiter Stelle 1 
haben usf., so muß die Zahl, die auf A, D und E steht, 
an der 1., 4. und 5. Stelle von rechts eine 1 haben, also 
11001 geschrieben werden (da es außer 1 nur noch die 
Ziffer gibt); das ist, wie obige Tabelle zeigt, eben 25. 
Nun ist 1 1001 = 1 + 1000 + 10000, d. h. die Summe der 
«rsten Zahlen der Tabelle, die an erster, vierter, fünfter 
Stelle 1 haben. Mit diesen fangen nun gerade die Karten 
A^ D, E Sin; ihnen entsprechen im dekadischen System 1, 
8, 16, deren Summe somit im dekadischen System die 
Zahl ergeben muß, die im binären 11001 geschrieben wird, 
4. h. auf der 1., 4. und 5. Karte (A, D, E) vorkommt. 



Zusatz des Übers. . 

8* 
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Mit 6 Karten statt 5 könnte man bis 63 statt 31, 
mit 7 Karten bis 127 gehen. 

Um das Kunststück noch geheimnisvoller zu gestalten, 
kann man die Zahlen auf den Karten durch Eigennamen 
ersetzen, indem man sich ein für allemal eine Liste der 
Namen samt den zugeordneten Zahlen anfertigt und sich 
merkt, daß die Karten mit 1, 2, 4, 8, 16 anfangen. 

35. Gewichte und Zahlensysteme.^) 

Mit drei Gewichten von 1, 2, 4 Gramm kann man 
auf einer Wage 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 7 Gramm abwägen; 
mit 1, 2, 4, 8 Gramm (von jedem nur ein Stück) kann 
man bis 15 Gramm wägen; mit 1, 2, 2^ 2^ ... 2° bis 
2^ + 1 — 1 (s. Nr. 37). Um zu wissen, welche Einheiten zu 
nehmen sind, um ein gewisses Gewicht zu erhalten, braucht 
man die Gewichtszahl nur im Zweiersystem anzuschreiben. 
Z. B. mit 1, 2, 4, 8, 16 Gramm kann man bis 31 Gramm 
wägen. Um etwa 29 Gramm abzuwägen, schreibt man 
29 im Zweiersystem (s. Nr. 34) = 11101, d. h. es ist 
29 = 1.2^ + 1.23 + 1.22 + 0.2 + 1 = 16 + 8 + 4 + 1 
oder 29g = 16g + Sg + 4:g+lg. 

Hat man den Gewichtssatz 1, 3, 9, 27, ... 3° Gramm 
und von jedem 2 Stück, so kann man jedes Gewicht bis 



1) Nach einer Mitteilung von Marcel Deprez an den Verf. 
ausgeführt vom Übers. Vergl. das Bach et sehe Gewichtsproblem 
in dessen Probl&mes plaisants et d^lectables (Anm* d. Übers.). 
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3° + ^ — 1 

2 . — 5 i — = S'' + ^ — 1 Gramm zusammensetzen. Die 

o — 1 

Art der Zusammensetzung ergibt sich, wenn man die ver- 
langte Gewichtszahl im Dreiersystem anschreibt. Z. B. 
kann man mit je zwei Gewichten von 1, 3, 9, 27 Gramm 
alle Gewichte bis 80 Gramm bilden. Um etwa 65 Gramm 
zu erhalten, schreibt man 65 im Dreiersystem: 2102, also 
hat man 2 Stück von 27 Gramm, 1 Stück von 9 Gramm 
und 2 Stück von 1 Gramm zu nehmen. 

Mit einem Gewichtssatz von 1, 4, 16, 64, ... 4", 

4x2 + 1 — 1 
jedes dreifach, kann man bis 3. — j z — = 4° + ^ — 1 

wägen. Die Gewichtszahl im Vierersystem geschrieben 
gibt die Zusammensetzung an; usw. 

Anders ist die Sache, wenn man auf beide Wag- 
schalen, also auch zur abzuwägenden Last Gewichte legt. 
Mit 1, 3, 9, . . . 3'' Gramm, jedes nur einmal, kann 

man dann alle Gewichte bis ^ erhalten, z. B. mit 

1, 3, 9, 27, 81, 243, 729 Gramm alle Gewichte bis 1093 
Gramm, was nicht der Fall ist, wenn die Gewichtsstücke 
nur auf die eine Wagschale kommen sollen. Man sieht 
sofort, daß man unter der letzteren Bedingung z. B. 2, 5, 
6, 7, 8 usw. nicht erhalten kann. Wohl aber ist dies 
sofort möglich, wenn man auch auf die Seite der Ware 
Gewichtsstücke legen kann, die dann in Abzug zu bringen 
sind. Man hat dann, um die Verteilung zu erhalten, für 
das Dreiersystem statt der Ziffern 0, 1, 2, die Ziffern 0, 
1, — 1 (= 1) zu verwenden, wobei 1 bedeutet, daß das 
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betreffende Gewichtsstück in die andere Wagschale (zur 
Ware) zu legen ist. Die Verteilung der Gewichtsstücke 
erhält man so: zuerst sieht man nach, welches das höchste 
zu verwendende Gewicht ist. Das ergibt sich aus der ein- 
fachen Überlegung, daß ich mit 1 und 3 bis 4, mit 1, 3, 
9 bis 13, mit 1, 3, 9, 27 bis 40, mit 1, 3, 9, 27, 81 bis 
121 usw. wägen kann. Um also z. B. 52 Gramm zu 
erhalten, brauche ich die Gewichte bis 81. Mit diesem 
höchsten Gewichte und dem zu bUdenden führe ich die 
Division aus (die größere Zahl durch die kleinere), mit 
dem Reste und dem nächst kleineren ebenfalls usf. Der 
Quotient darf nur 1 sein; im gegenteUigen Falle läßt man 
die betreffende Division weg und notiert Null. Z. B. bei 
52 schreibt man an: 



52 



81 und rechnet 52 

27 29 

9 2 

3 2 

1 1 



81 

27 

9 

3 

1 



1 
1 

1 
1 



d. h. man braucht, um 52 Gramm zu bilden, 81, 27, 3, 1 Granun, 
die nach folgender Regel zusammenzusetzen sind: ist man 
über dem verlangten Gewichte, subtrahiert man, ist man 
unter demselben, addiert man das nächstfolgende: 

81 (über 52, daher 27 subtrahieren); 

81 — 27 = 54 (über 52, daher 3 subtrahieren); 

54 — 3 = 51 (unter 52, daher 1 addieren); 

51 + 1 = 52. 
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Es ist also 62 = 81 — 27 — 3 -f- 1 oder in unserem 
modifizierten Dreiersystem geschrieben: 

62 = iion, 

wo durch die Stellung von 1 oder 1 das Gewichtsstück 
(1, 3, 27, 81, . . . von rechts nach links) angegeben und 
durch 1 angezeigt wird, daß das betreffende Gewichts- 
stück in die andere Wagschale (zur Ware) zu legen ist. 
Ein anderes Beispiel: 776 Gramm. Weil 1 -|- 3 + 
+ 9 + 27 + 81 + 243 = 364 und 1 + 3 + 9 + 27 + 81 + 
+ 243 + 729 = 1093 ist, braucht man für 776 Gramm 
die 7 Gewichte: 

1 Q Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 

daher stellt sich die Rechnung so: 



775 


729 


46 


243 


46 


81 


35 


27 


8 


9 


1 


3 


1 


1 



1 



1 
1 
1 



1 



729 + 81 = 810 
810 — 27 = 783 
783— 9 = 774 
774+ 1 = 775 



Also 775 = 1011101 = 729 + 81 — 27 — 9 + 1, d. h. man 
hat 729, 81, 1 Gramm in die eine, 27, 9 Gramm in die 
andere Wagschale zar Ware zu legen. 

36. Die arithmetischen Reihen. 



Eine Reihe von Zahlen wie 

4, 7, 10, 13, 
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von denen immer zwei aufeinander folgende dieselbe Dif- 
ferenz geben, 

7 — 4 = 10 — 7 =- 13 _ 10 = 3, 
heißt eine arithmetische Reihe oder Progression. 
Die konstante Differenz, in unserem Beispiele 3, heißt die 
Differenz der Reihe; die Zahlen 4, 7, 10, 13 heißen die 
Glieder der Reihe. Natürlich kann man die Reihe der 
obigen 4 Zahlen beliebig fortsetzen. 

Die Reihe der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . ist 
eine arithmetische Reihe mit der Differenz 1, die ungeraden 
Zahlen 1, 3, 5, . . . bilden eine arithmetische Reihe mit 
der Differenz 2. 
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Fig. 75. 

Die obige Reihe 4, 7, 10, 13 wollen wir durch Spiel- 
marken darstellen, indem wir auf quadrilliertem Papier in 
die erste Reihe 4, in die zweite 7, in die dritte 10, in 
die" vierte 13 schwarze Marken legen (Fig. 75). Die ent- 
standene Figur ergänzen wir durch weiße Spielmarken zu 
einem Rechteck^ von der Basis 17; dieses enthält, wie 
man sieht, zweimal die Glieder der Progression, einmal 
in schwarzen, einmal in weißen Marken dargestellt. Folglich 
ist die Summe aller Glieder der Reihe gleich dem halben 
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Produkte aus der Summe des ersten und letzten Gliedes 

in die Anzahl der Glieder, hier — ^, allgemein ^^-^— ^— --, 

wenn a^ das erste, a^ das letzte Glied und n die Zahl 
der Glieder ist. 

Wenn «i = 1 und die Differenz d = 1, demnach 
aj, = n ist, dann ist 

Wenn «1 = 1 und (i = 2, also a^ = 2 n — 1 ist, 
dann wird 

l + 3 + 5 + ... + (2« — 1) = ^ =n2. 

Li 

Das sind Resultate, denen wir schon früher begegnet 
sind (Nr. 28, 29). 

Man beachte die Analog:ie zwischen der Formel 

-^ — - — und der Formel für den Flächeninhalt des 

Trapezes. 

Die allgemeine Form einer arithmetischen Reihe ist: 
ö) ai + d ai + 2 d ... Oi -(" (^ — 1) ^• 

37. Die geometrischen Reihen. 

Eine Folge von Zahlen wie 

2, 6, 18, 54, 162 
von der Eigenschaft, daß jede durch die vorausgehende 
dividiert denselben Quotienten (o) gibt, heißt eine geo- 
metrische Reihe oder Progression. Je zwei auf- 
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einander folgende Glieder stehen in demselben Ver- 
hältnisse, der konstante Quotient dieses Verhältnisses heißt 
Quotfent der Reihe. Die obige Reihe hat das Anfangs- 
glied 2, das Endglied 162, den Quotienten 3 und besteht 
aus 5 Gliedern. 

Die Zahlen 1, 10, 100, 1000, . . . des dekadischen Systems 
bilden eine geometrische Reihe mit dem Quotienten 10. 

Der Quotient kann ebenso gut eine gebrochene wie 
eine ganze Zahl sein. Ist er größer als 1, dann wachsen 
die Glieder der Reihe, diese ist eine steigende; ist er 
kleiner als 1, dann nehmen die Glieder ab, die Reihe ist 
eine fallende. 

In folgender Weise kann man die Summe einer geo- 
metrischen Reihe berechnen. Nehmen wir unser Beispiel 

2, 6, 18, 54, 162. 

Wenn man ein Glied mit dem Quotienten 3 multi- 
pliziert, erhält man das nächste Glied; multipliziert man 
mit 3 — 1 = 2, so erhält man die Differenz zweier auf- 
einander folgender Glieder: 

2(3— 1) = 6— 2,6(3 — 1) = 18 — 6,18(3—1) = 54— 18, 
54 (3 — 1) = 162 — 54, 162 (3 — 1) = 486 — 162. 

Wenn wir diese Gleichungen addieren, erhalten wir 

(3 — 1) (2 + 6 + 18 + 54 + 162) = 486 — 2, 
oder, die gesuchte Summe mit s bezeichnet: 

(3 — 1)8 = 486 — 2, daraus 
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Es sei allgemein: 

«1, »2, dzj . . . Ofl 

eine geometrische Reihe, q ihr Quotient; dann ist 

«1(2— 1) = «2 — «1 
«2 (2 — 1) = 03 — Og 



s = — -^ — - — , WO «n + i das Produkt aus dem letzten 



aniq—l) = dn + l — CLn; 

durch Addition: 

{q — 1) («1 + «2 + • . • + ?/i) = »n + i — a> oder 
(2 — 1) s = «n + 1 — ajL ; daraus 

Oliede und dem Quotienten ist. 

Für fallende Reihen kann man schreihen 

S = -^. 

1 — 3 

Die geometrischen Reihen spielen in der reinen und 
angewandten Mathematik eine wichtige Rolle. 

Selbst wenn der Quotient nur wenig größer als 1 
ist, die Reihe also nur langsam ansteigt, führen die geo- 
metrischen Reihen zu enorm großen Zahlen. Einige über- 
raschende Beispiele werden wir in den folgenden Ab- 
schnitten bringen. 

Es ist klar, daß man eine geometrische Reihe mit 
dem Anfangsgliede a und dem Quotienten q so schreiben 

kann: 

a, aq, a q^, aq% ... a g° - ^ 
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38. Die Qetreidekörner auf dem Schachbrett. 

Wer der Erfinder des Schachspieles war, ist nicht 
sichergestellt, doch wird über die Erfindung folgende 
indische Legende überliefert. 

Ganz entzückt von dem neuen Spiele, habe der 
Herrscher den Erfinder rufen lassen, damit er sich selbst 
eine Belohnung ausbitte. Dieser habe so viel Getreide 
verlangt, als sich ergibt, wenn man auf das erste Feld 
des Schachbrettes ein, auf das zweite zwei, auf das dritte 
vier usf., auf jedes folgende immer doppelt so viele Körner 
legt, als auf dem vorhergehenden sind. 

Verwundert über diese vermeintliche Bescheidenheit, 
habe der Herrscher sofort Befehl gegeben, den Wunsch zu 
erfüllen. Aber wie erstaunt sei er gewesen, als man ihm die 
Unausführbarkeit seines Befehles meldete; denn man hätte 
dazu ungefähr acht Jahresernten der ganzen Erde gebraucht, 
falls ihre gesamte Oberfläche mit Getreide bebaut würde. 

Die verlangte Zahl von Getreidekömern ist die 
umme der geometrischen Reihe 

1, 2, 22, . . . 263 
d. i. 26^—1 = 18446744073709551615, 
also eine 20-stellige Zahl. Versuchen wir nicht erst, sie 
auszusprechen. Das wäre ein bloßes Spiel mit Worten und 
würde die Zahl selbst unserem Verständnisse um nichts 
näher bringen. Indessen werden wir noch viel größere 
Zahlen kennen lernen. 
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39. Ein wohlfeiles Haus. 

Einer meiner Freunde besaß ein nettes, kleines 
Landhaus. Eine Vortreppe von 7 Stufen führte zum 
Erdgeschoß, von hier eine Treppe von 19 Stufen ins 
obere Stockwerk. 

Nach einigen Jahren bot er sein Häuschen zum Ver- 
kaufe. Dem ersten Käufer, der sich meldete, machte er 
— vielleicht kannte er die Geschichte von der Erfindung 
des Schachspieles — folgenden Vorschlag. 

„Ich habe es eilig und will keine übertriebene 
Forderung stellen. Sie legen auf die erste Stufe einen 
Heller, auf die zweite zwei, auf die dritte vier Heller usf. 
bis zur letzten, indem sie immer den Betrag einer Stufe 
verdoppeln. Im ganzen sind nur 26 Stufen." 

„Top, es gilt," rief rasch entschlossen der Käufer, 
so entzückt von dem vorteilhaften Geschäfte, daß er dem 
Verkäufer sofort ein glänzendes Mahl gab. 

Am nächsten Morgen kam er, um seine 2^^ — 1 Heller 
zu entrichten. Die Vortreppe hinauf ging es ganz gut; 
die ersten Stufen waren schnell mit den entsprechenden 
Hellem belegt, aber sehr bald leerte sich die Börse des 
glücklichen Käufers, früher, als er gedacht hatte. 

Sehr zuvorkommend erbot sich der Verkäufer, dem 
Käufer die weitere Mühe zu ersparen. „Sie schulden mir," 
rief er, „671.088 KQS ä; aber einem Freunde wie Sie, will 
ich die 63 h nachlassen." 
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Die Nase des Käufers wurde bei diesen Worten 
beträchtlich länger. Seit dieser Zeit sah er darauf, daß 
seinen Kindern beigebracht werde, was eine Progression ist. 

Er wußte es jetzt auch, aber die Lektion erschien 
ihm etwas zu teuer. 



40. Die Anlage des Hellers. 

Eine der wichtigsten praktischen Anwendungen der 
Progressionen betrifft die Zinseszinsrechnung. Eine 
Krone, zu 5 Prozent angelegt, trägt jährlich 5 Heller 
Zinsen. Wenn man diese 5 Heller zu der Krone legt, hat 
man im zweiten Jahre 1 KOb h. Die Zinsen von diesem 
erhöhten Betrage kann man wieder dazuschlagen usf. Auf 
diesem Wege wächst ein Kapital in einer größeren Reihe 
von Jahren zu phantastischer Höhe an. 

Man hat z. B. ausgerechnet, daß ein seit Beginn 
der christlichen Zeitrechnung auf 5 Prozent Zinseszins 
angelegter Heller bis heute auf eine Summe angewachsen 
wäre, deren Wert mehr als eine Milliarde Goldkugeln von 
der Größe unserer Erde betragen würde. 

Dieses Resultat zeigt nebenbei die Unmöglichkeit, 
diese Verzinsung in der Praxis vollständig durchzuführen. 

Da man sich von der Größe obiger Summe keine 
Vorstellung machen kann, wollen wir uns lieber die Frage 
stellen: wie lange muß ein Heller auf Zinseszins angelegt 
sein, damit der Endwert eine MUlion Kronen betrage? 
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Die Antwort ist 378 Jahre. Wenn also einer unserer 
Vorfahren im Jahre 1530, zur Zeit Karls V., die glückliche 
Idee gehabt hätte, eine Krone für uns auf Zinseszins an- 
zulegen, hätten wir heute, 5 Prozent vorausgesetzt, 100 
MUlionen Kronen. 

Bei nur 1 Prozent hätte die Krone schon im Jahre 60 
angelegt werden müssen, um jetzt 100 Millionen Kronen 
zu ergeben (abgesehen natürlich von den Zwischenfällen, 
die sich während dieser Zeit ereignen konnten). 



41. Die Permutationen. 

Eines abends waren zwölf Personen zu gemeinsamem 
Mahle zusammengekommen. Als man sich über die Sitz- 
ordnung nicht einigen konnte, schlug ein Mitglied der 
Gesellschaft vor, alle möglichen Sitzordnungen zu probieren 
und die passendste beizubehalten. Der Vorschlag wurde 
wirklich angenommen. Aber nachdem man einige Minuten 
probiert hatte, geriet man in Verwirrung; die Sache schien 
nicht so einfach zu sein. Glücklicherweise befand sich 
unter ihneit ein Professor, der einige mathematische 
Kenntnisse besaß. „Meine Freunde," sagte er, „die Suppe 
wird uns kalt, nehmen wir nach Belieben Platz, das geht 
rascher." Man befolgte diesen weisen Rat und das Mahl 
verlief in herzlicher Eintracht. Beim Nachtisch fragte der 
Professor: „Wißt Ihr, wieviel Zeit wir brauchen würden, 
um aJle möglichen Sitzordnungen an diesem Tische zu 
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probieren, wenn wir für jede nur eine Sekunde benötigten?" 
Als niemand antwortete, fuhr er fort: „Wenn wir dieses 
anmutige Spiel ununterbrochen Tag und Nacht fortsetzten, 
würden wir mehr als 15 Jahre und 2 Monate brauchen." 

Und das ist richtig; die genaue Zahl aller möglichen 
Sitzordnungen von 12 Personen an einer Tafel von 12 Ge- 
decken ist 479001600, also mehr als 479 MiUionen. 

Dieses Resultat überrascht, wenn man bedenkt, daB 
2 Personen nur zweimal, 4 Personen nur 24mal ihre Plätze 
wechseln können, also der früheren Annahme gemäß, die 
ersteren in 2 Sekunden, die letzteren in weniger als einer 
halben Minute mit dem Plätzewechseln fertig wären. 

Der Vorgang, der zu solch großen Zahlen führt, 
heißt Permutieren; jede der möglichen Anordnungen 
heißt eine Permutation. 

Zwei Elemente a und h ergeben nur zwei Permu- 
tationen, ab und ha. 

Um von drei Elementen a, h, c alle Permutationen 
zu erhalten, nehmen wir die Permutation ab und fügen 
das 3. Element c hinzu, welches 3 verschiedene Plätze 
einnehmen kann, hinter b, zwischen a und b und vor a. 
In gleicher Weise entstehen aus ba drei Permutationen. 
Im ganzen ergeben somit die drei Elemente a, 6, c die 
folgenden 2X3 = 6 Permutationen: 

a b c b a c 

a c b b c a 

c a b c b a 
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Aus jeder dieser 6 Permutationen werden durch Hinzu- 
fugen eines 4. Elementes d vier neue, z. B. aus der ersten: 

a h c d ah d c a d h c d a b c. 
Das gibt im ganzen 6.4 = 2.3.4 = 24 Permutationen 
von 4 Elementen. 

Wenn man so fortfährt, erkennt man, daß 5 Ele- 
mente 2.3.4.5, allgemein n Elemente 1 . 2 . 3 . . . n Per- 
mutationen liefern. Diese Zahl bezeichnet man zuweilen 
durch nl (n-Fakultät oder n-Faktorielle). 

Man sieht, wie rasch die Permutationszahlen mit n 
wachsen. 



n 


nl 


2 


2 


3 


6 


4 


24 


o 


120 


6 


720 


7 


5040 


8 


40320 


y 


362880 


10 


3628800 


11 


39916800 


12 


479001600 



Die Permutationen finden in der Mathematik wichtige 
Anwendungen. Auch bei manchen Unterhaltungsspielen, wie 
Anagrammen, werden sie verwendet. Nach dem Vorgange 
von Lucas kann man die Permutationen auch bildlich 

L ii i s a n t , PMnführung in die Mathematik. 9 
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darstellen. Um z. B. die Permutationen der vier Elemente 
ö; bj c, d darzustellen, nehmen wir ein Quadrat von 16 
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Fig. 76. 

Feldern. Ersetzt man die Buchstaben a, hj c, d durch die 
Ziffern 1, 2, 3, 4, so ist z. B. die Permutation ebda 
durch 3 2 4 1 zu bezeichnen. Schraffieren wir nun in der 
1. Kolumne das 3., in der 2. das 2., in der 3. das 4. und 
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in der 4. Kolumne das 1. Feld von unten, so geben die 
4 schraffierten Felder ein Bild der Permutation ebda. 
Die Fig. 76 zeigt uns die 24 in dieser Weise dar- 
gestellten Permutationen von 4 Elementen. Hier folgen 
in gleicher Anordnung die Permutationen selbst. 



ah c d 


a h d c 


a d h c 


d ah e 


a c h d 


a c d h 


a d eh 


d a eh 


c a h d 


c a d h 


e d ah 


d e ah 


h a c d 


h a d c 


h d a e 


d h a e 


h c a d 


heda 


h d c a 


d h e a 


c h a d 


ebda 


c d h a 


d eh a 



Betrachtet man irgend eines der Quadrate in Fig. 76 
als Schachbrett, so geben die schraffierten Felder die 
Stellungen von 4 Türmen an, die einander nicht gefährden. 
Auf einem gewöhnlichen Schachbrett von 64 Feldern 
können somit 8 Türme auf 8 ! = 40320 verschiedene 
Arten so aufgestellt werden, daß sie einander nicht 
gefährden. Auf einem Brette von 100 Feldern könnte 
man 10 Türme unter derselben Bedingung auf 3,628.800 
(s. oben) verschiedene Arten aufstellen. Solche Fragen 
lassen sich also mit Hilfe der Permutationen leicht lösen. 

Man könnte auch fragen, auf wie viele verschiedene 
Arten sich die 32 oder 52 Blätter eines Spieles Karten 
anordnen lassen. Aber ich verlange nicht, daß man diese 
Zahlen anschreibe. Eher schon könnten sich meine Leser, 
oder eigentlich deren Schüler, die Aufgabe stellen, auszu- 
rechnen, welche Zeit es beanspruchen würde, alle jene 

9* 
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verschiedenen Anordnungen wirklich auszuführen, unter 
der Annahme, daß jede eine Sekunde erforderte. Aber 
auch diese Zahl, selbst in Jahrhunderte umgerechnet, ist 
so enorm groß, daß sie unserem Geiste ganz unverständlich 
bleiben müßte. 

42. Eine ungeheuer große Zahl. 

Wir sind einerseits durch die Progressionen, anderseits 
durch die Permutationen zu sehr ansehnlichen Zahlen gelangt. 

An viel bescheidenere Zahlen denkt man gewiß, wenn 
die Frage gestellt wird: welches ist die größte Zahl, die 
man mit S Neunern schreiben kann? Die Antwort lautet 
gewöhnlich 999. Dies ist in der Tat eine Zahl, die einem 
nicht den Kopf verwirrt. 

Nur wenn man das Pech hat, auf einen Mathematiker 

zu stoßen, wird die fragliche Zahl etwas anders aussehen. 

» 

Wir ändern nur ein wenig die gegenseitige Stellung 
der drei Neuner und schreiben 

Das will besagen, daß 9 zur Potenz 9^ erhoben werden 
solP). 9 ' ist leicht in wenigen Minuten ausgerechnet, es ist 

387,420.489, 



') ü bedeutet 9 , aber nicht (9 ) , was so viel wie 9 
wäre, a^ ist nicht («*), sondern a(^ ); denn (a^) ist gleich 
a*""; es wäre also unlogisch statt a^^ umständlicher a^ zu 

3 "^ 3 27 

schreiben. Ebenso ist 3 nicht 27 , sondern 3 . 
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d. h. man hat jetzt nur noch 387,420.489 Multiplikationen 
mit 9 auszuführen, um die gewünschte Zahl zu erhalten. 

q9 

Ich will nur noch verraten, daß die Zahl 9 im deka- 
dischen System 

869,693.100 

Ziffern hat. Falls man für jede Ziffer einen Platz von 
4 Millimeter Breite brauchte, müßte man für die ganze 
Zahl einen Papierstreifen von 1478 Kilometer 772 Meter 
40 Zentimeter Länge haben. 

Das ist mehr als die doppelte Länge der Eisenbahn- 
linie Wien — Berlin. 

L'nter denselben Bedingungen wäre für die Zahl 

10^^ 
10 ein Streifen Papier von der Länge des Erdumfanges 

notwendig^). 

99 
Um die Zahl 9 aufzuschreiben, brauchte man, für 

jede Ziffer eine Sekunde gerechnet, wenn man täglich 
10 Stunden arbeitete und sich auch an Sonn- und Fest- 
tagen keine Ruhe gönnte, über 28 Jahre 49 Tage. 

Die erste Ziffer der Zahl ist 4, die letzte 9, es 
fehlen also nur noch 369693098 Ziffern. 

Alan wird zugeben, daß die Überschrift dieses Kapitels 
wohl berechtigt ist. 

Noch eine letzte Bemerkung: 1 ist 1, 2"^ ist 16, 
3 ist bereits eine Zahl von 13 Ziffern, nämlich 

7625597484987. 

Nach einem sehr interessanten Artikel von Ch. Ed. 
Guillaume in der Revue general des sciences (30. Okt. 1906). 
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43. Zirkel und Transporteur. 

Bei den fortgesetzten Zeichenübungen hat vielleicht 
der Zögling bereits Kreise oder Teile des Kreises aus 
freier Hand gezogen. 

Für genauere Zeichnungen muß nunmehr das Kind 
auch mit der Handhabung des Zirkels vertraut gemacht 
werden. Es möge sich zuerst im Ziehen von Kreisbogen, 
dann von ganzen Kreisen üben, zuerst mit Bleistift, dann 
mit Tinte. Ferner muß der Schüler in der Weise, wie es 
die Schulbücher angeben, Lote fällen, Dreiecke und andere 
Figuren konstruieren lernen usw. 

Dabei braucht man auch einen Transporteur, der 
halbkreisförmig oder mit einem rechten Winkel kombiniert, 
aus Papier, Metall u. dgl. gefertigt sein kann. 

Was die Teilung betrifft, sollte in Übereinstimmung 
mit dem metrischen Maßsystem der rechte Winkel in 100 
Grade, diese in Zehntel und Hundertel geteilt sein. Diese 
Teilung wurde auch wirklich gleichzeitig mit dem metrischen 
System vorgeschlagen, doch blieb man bei der alten^) Ein- 
teilung in 90 Grade ä 60 Minuten ä 60 Sekunden. 

Die auszuführenden Konstruktionen müssen anfangs 
ganz einfach sein, sollen auch hie und da der eigenen 



^) Sie beruht auf dem babylonischen Sechzigersystem, das 
bequeme Teilungen, besonders in Halbe, Drittel und Viertel 
gestattet. (Anm. d. Übers.) 
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Erfindungsgabe des Kindes entspringen. Aber was sehr 
wichtig ist, man lasse es dieselbe Konstruktion in ver- 
schiedenem Maßstabe ausfuhren. Es wird dann ganz 
von selbst darauf kommen, daß diese Figuren bei 
verschiedener Größe gleiche Gestalt haben, also 
ähnlich sind. 

Der Schüler wird auch sehr bald merken, daß bei 
einer Änderung des Maßstabes auf das Doppelte oder 
Dreifache wohl die Seiten auf die doppelte oder dreifache 
Länge wachsen, die Winkel aber ganz ungeändert bleiben. 
Kurz, ohne geometrische Unterweisung wird er sofort eine 
Menge geometrische Wahrheiten durch eigene Erfahrung 
kennen lernen, deren Beweise er später mit um so 
besserem Verständnis auffassen wird. 

Andere nützliche Eigenschaften und Benennungen, 
die im folgenden besprochen werden, muß er vorläufig 
auf Treu und Glauben hinnehmen. 



44. Der Kreis. 

Der Kreis ist die runde Linie (Fig. 77), die man 
mit einem Zirkel zeichnen kann, wenn dessen eine Spitze 
festbleibt. Der Punkt 0, in welchem die feste Zirkelspitze 
ruht, heißt der Mittelpunkt oder das Zentrum; die 
Kreislinie heißt Umfang oder Peripherie; die Ent- 
fernung des Mittelpunktes von irgend einem Punkte M 
des Umfanges heißt Halbmesser oder Radius. Der 
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doppelte Radius wird Durchmesser oder Diameter 
genannt. Jede Gerade MM', die durch den Mittelpunkt 
geht, ist ein Durchmesser. Zwei Punkte A und B auf der 
Peripherie teilen diese in zwei Teile, Kreisbogen genannt. 
Die Strecke AB heißt eine Sehne; sie teilt die Kreis- 
fläche in zwei Kreisabschnitte oder Kreissegmente. 
Der Winkel A B, den die beiden Radien bei bilden, 
heißt Zentriwinkel, indessen der Winkel AMB, dessen 
Scheitel in der Peripherie liegt, Peripherie winkel heißt; 





Fig. 78. 



er ist die Hälfte des Zentriwinkels über demselben Bogen. 
Halbiert man den Bogen AB \n C und verbindet mit 
Cj so steht diese Gerade winkelrecht auf der Sehne A B 
und halbiert sie in D. Nimmt man im kleineren Bogen 
ui B einen Punkt N an, so ist die Summe der beiden 
Peripheriewinkel AMB und ANB gleich zwei Rechten. 
Eine Gerade kann zu einem Kreise drei verschiedene 
Lagen haben: sie kann (Fig. 78) außerhalb desselben ver- 
laufen (Dl); oder ihn in zwei Punkten schneiden (Ä»)» 
eine sogenannte Sekante sein; oder endlich den Kreis in 
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einem Punkte berühren {D-^, d. h. eine Tangente sein. 
Der Abstand des Kreismittelpimktes von der Geraden, 
der Zentralabstand, ist 

g:rößer als der Radius für eine äußere Gerade, 
kleiner „ „ „ „ „ Sekante, 

gleich dem „ „ „ Tangente. 

Die Tangente steht auf dem Radius des Berührungs- 
punktes normal. 

Die Peripherie eines Kreises hat eine gewisse Länge, 
etwa angegeben durch die Länge eines dünnen Fadens, 
den man sich um den Kreis gelegt denken kann. 




Fig. 79. 

Die Umfange zweier Kreise 0, 0' (Fig. 79j stehen 
in demselben Verhältnisse zueinander wie ihre Durch- 
messer. Das besagt, daß das Verhältnis des Umfanges 
zum Durchmesser in beiden Kreisen dasselbe, somit in 
jedem Kreise dasselbe ist. Dieses konstante Verhältnis 
der Peripherie zum Durchmesser kann man durch keinen 
Bruch exakt angeben; es ist größer als 3' 14 und kleiner 
als 3*1416. Man bezeichnet es kurz mit dem griechischen 
Buchstaben jt. Für die meisten Anwendungen genügt der 
Wert 3*14, während in Fällen, die größere Genauigkeit 
verlangen, 3*1 4 16 verwendet wird. 
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Wenn p die Peripherie, d der Durchmesser des 

Kreises ist, ist also das Verhältnis —^ mit tc zu bezeichnen; 

d 

somit ist p = % d = 27cr, wenn wir mit r den Radius 
bezeichnen. In gewöhnlichen Anwendungen ist demnach 
p = 314 X ^ = 6-28 X r. 

Auf diese Weise kann man leicht den Umfang eines 
kreisrunden Gegenstandes berechnen, wenn man den Halb- 
oder Durchmesser kennt. Aber auch umgekehrt läßt sich 
aus dem etwa mittels eines Bandmaßes gemessenen Um- 
fange z. B. eines runden Turmes, eines Baumstammes, 
einer Säule, der Durchmesser berechnen, indem man den 
Umfang durch 3*14 dividiert. Man eifere die Kinder zu 
solchen Übungen an wirklichen Gegenständen an. Falls 
man einmal an einem Gegenstande den Durchmesser und 
den Umfang messen kann, benutze man diesen Umstand, um 
die berechnete Größe durch die nachfolgende Messung zu 
kontrollieren oder auch einmal die Größe tc zu berechnen. 



45. Die Fläche des Kreises. 

Wie die Peripherie des Kreises eine gewisse Länge, 
so hat der von ihr eingeschlossene Teil der Ebene eine 
gewisse Größe; das ist der Flächeninhalt des Kreises, 
der ebenfalls berechnet werden kann. Er wird erhalten, 
indem man die Länge der Peripherie mit dem halben 

V T 

Radius multipliziert. Also ist f=:p,- = 27cr. = 7t r^ 
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7t 

oder auch — . c?^. Daraus folgt, daß die Flächen zweier 

Kreise in demselben Verhältnisse stehen wie die Quadrate 
ihrer Radien oder Durchmesser. 

Auch für diese Flächenberechnung bieten sich in 
Haus und Garten genug Objekte zur Einübung: kreis- 
runde Tische, Beete, Brunnenbecken u. dgl. m. Auch die 
Berechnung von Kreisringen als Differenz zweier Kreise 
kann sich anschließen. 

46. Monde und Rosetten. 

Mit Hilfe des Zirkels lassen sich sehr niedliche, aus 
Kreisbogen zusammengesetzte Figuren zeichnen, die eine 
gute Übung im Zeichnen bilden, aber auch mathematisches 
Interesse bieten. 

Als Probe wollen wir hier eine kleine Anzahl der- 
selben, von denen einige klassisch sind, bringen. 




Fig. 80. 

Man zeichne (Fig. 80) über B C einen Halbkreis und 
nehme auf demselben ganz beliebig den Punkt Ä an; 
dann ist das Dreieck ABC rechtwinklig, da der Winkel 
A stets ein rechter ist (Winkel im Halbkreis). Über JB 
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und A C ziehe man abermals Halbkreise; man erhält dann 
zwei Mondsicheln (in der Figur schraffiert). Das Merk- 
würdige an dieser Figur ist nun, daß die beiden Monde 
zusammen genau gleich der Fläche des Dreieckes A B C 
sind. Diese Eigenschaft war bereits den alten Griechen 
bekannt, die Konstruktion selbst ist unter dem Namen 
„die Monde des Hippokrates^)" klassisch geworden. 

Eine andere hübsche Konstruktion zeigt die Fig. 81. 
Der Durchmesser eines Kreises ist in 5 gleiche Teile ge- 



Fig. 81. 

teilt. Über A C, AD, A E, A F als Durchmesser sind 
nach oben, über C B, 1) Bj EBj FB nach unten Halb- 
kreise gezogen. Durch diese Halbkreise wird der Kreis in 
5 gleiche Teile geteilt. Statt fünf hätte man eine beliebige 
andere Anzahl von Teilen machen können. 

In einem Kreise (Fig. 82) ziehen wir zwei winkel- 
rechte Durchmesser AB und CD, bilden das Quadrat 



^) Hippokrates von Chios, griechischer Geometer 
(5. Jahrh. v. Chr.). 
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E F (t H und ziehen aus den 4 Ecken die Viertelkreise 
AC, AD, BC, BD. Der schraffierte sternförmige Teil 
der Fig-ur hat nun die Fläche (4 — n) R^ oder ungefähr 
0-86 X R^ {R der Radius des Kreises). 




Fig. 82. 




Wieder ziehen wir in einem Kreise (Fig. 83) zwei 
winkelrechte Durchmesser AB, CD, sodann Qher B C\ 
CA, AD, DB als Durchmesser vier Halbkreise. Das gibt 
eine vierblätterige Rosette, deren Fläche (tv — 2) R'^ oder 
ungefähr 1*14 X R^ ^^^j wenn R wieder den Kreisradius 
bezeichnet. 

Man trage (Fig. 84) den Radius R des Kreises auf 
dem Umfang als Sehne auf, was genau sechsmal möglich 
ist. Man erhält die Punkte A, B, C, D, E, F, Um B, D 
und F schlage man mit R die Kreisbogen A C, C E, E A, 
die alle durch den Mittelpunkt gehen und eine Rosette 
mit drei Blättern bilden. 

Zieht man (Fig. 85) aus allen 6 Punkten Kreisbogen, 
so erhält man eine Rosette mit 6 Blättern. 
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Diese Beispiele mögen genügen. Das Kind ist anzu- 
spornen, selbst neue Formen zu erfinden. Sobald es ein- 
mal eine gewisse Geschicklichkeit in der Handhabung des 
Zirkels und der anderen Zeicheninstrumente erlangt hat, 





Fig. 84. Fig. 85. 

wird es an solchen Konstruktionen Geschmack finden und 
ganz von selbst alle Sorgfalt und Aufmerksamkeit darauf 
verwenden. 

47. Einige Rauminhalte. 

Ebenso wichtig wie die Berechnung der Flächen von 
Figuren, ist für die Praxis auch die Berechnung der 
Rauminhalte der Körper. Wie wir für die Messung von 
Längen eine Längeneinheit, von Flächen eine Flächen- 
einheit brauchten, so brauchen wir jetzt eine Volums- 
einheit. Diese ist das Volumen eines Würfels, der die 
Längeneinheit zur Kante hat. 

Für Körper von gewisser regelmäßiger Form hat 
man einfache Regeln für die Berechnung ihres Raum- 
inhaltes gefunden. 

Wir wollen diese, ohne uns lange mit den üblichen 
Voruntersuchungen aufzuhalten, kurz zusammenfassen. 
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Zuvor erinnern wir uns an die Körper, die wir bereits 
kennen gelernt haben; wir fügen drei andere hinzu, denen 
man häufig bei praktischen Aufgaben begegnet. 

Wir hörten früher, was ein Würfel (Kubus), ein 
Prisma, ein Parallelepiped, eine Pyramide ist. 

Diese Körper zeigen ausschließlich gerade Linien 
und ebene Flächen; man nennt sie Vielflache oder 
Polyeder. Bei den drei Körpern, die wir nun besprechen 
wollen, ist es anders. 

S 





Fig. 86. 



Fig. 87. 



Denken wir uns. ein Rechteck AOO'A^ (Fig. 86) 
drehe sich um die Seite 0^\ es beschreibt dabei einen 
Körper, den man einen geraden Zylinder nennt. Zylinder 
heißt Walze und eine Straßenwalze, eine Säule, ein Lampen- 
zylinder, eine Mufifsch achtel zeigen uns diese Form. Die 
Seiten A und A^ 0^ des Rechteckes beschreiben zwei 

« 

gleiche Kreise von den Radien AO = A^ 0', die man die 
Grundflächen des Zylinders nennt. Die Gerade 0', um 
die sich das Rechteck gedreht hat, heißt die Achse, die 
Strecke 0\ die den Abstand der beiden Grundflächen 
angibt, die Höhe des Zylinders. 
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A S (Fig. 87) ist ein bei rechtwinkliges Drei- 
eck; durch Drehung um S entsteht ein Körper, der ein 
gerader Kegel genannt wird. Ein Zuckerhut, ein Trichter, 
eine Rübe haben diese Form. Die Seite A des Dreieckes 
beschreibt einen Kreis, die Basis des Kegels, der Punkt S 
heißt der Scheitel, sein Abstand S von der Grund- 
fläche die Höhe. 

Wenn schließlich ein Kreis um einen Durchmesser 
gedreht wird, entsteht eine Kugel. Mittelpunkt und Radius 
des erzeugenden Kreises sind auch Mittelpunkt und 
Radius der Kugel. Alle Radien einer Kugel sind einander 
gleich. Jede Ebene, welche durch den Kugelmittelpunkt 
geht, schneidet die Kugel in einem Kreise vom gleichen 
Radius wie die Kugel; diese Kreise werden Hauptkreise 
oder größte Kugelkreise genannt; jede andere Ebene 
schneidet die Kugel in einem kleineren Kreise, Neben- 
kreis genannt. Jede Gerade, die durch den Kugelmittel- 
punkt geht, schneidet die Kugel in zwei Punkten, die vom 
Mittelpunkt gleichweit abstehen; die sie verbindende 
Strecke heißt Durchmesser der Kugel. Alle Durchmesser 
einer Kugel sind gleich lang und betragen das Doppelte 
des Halbmessers. 

Beachten wir noch, daß ein Zylinder und ein Kegel 
durch den Radius der Grundfläche und die Höhe, die 
Kugel durch ihren Radius bestimmt ist. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Volums- 
bestimmung. Wir erhalten den Kubikinhalt: 
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eines Würfels, indem wir die Maßzahl der Kante 
zur dritten Potenz erheben; ist a diese Zahl, so ist das 
Volumen ay^aY^a = a\ — T"= a-", 

(dies ist der Grund, warum die 3. Potenz auch als 
Kubus bezeichnet wird;) 

eines rechtwinkligen Parallelepipedes durch 
Multiplikation der Maßzahl der Grundfläche mit der der 
Höhe. Nun hat die Grundfläche selbst als Rechteck die 
Fläche ah, wenn a und h Länge und Breite desselben 
sind. Bezeichnen wir die Höhe mit c, so ist also V= ah c\ 

(der Würfel ist davon ein Spezialfall: a^=h^=^c)\ 

eines Prismas, von dem das Parallelepiped nur ein 
spezieller Fall ist, durch Multiplikation der Maßzahlen der 
Basis und Höhe. — V=B,h; 

einer Pyramide, indem wir den dritten Teil des 

Produktes aus Basis und Höhe nehmen i). — ^ ==-77-; 

eines Zylinders durch Multiplikation der Maßzahlen 
von Grundfläche und Höhe. Da die Grundfläche ein Kreis 
(Radius r) ist, hat man V:=jir^h; 

eines Kegels, indem wir den dritten Teil des Pro- 

7t r^ h 
duktes aus Grundfläche und Höhe nehmen. — V= — ^ — ; 

einer Kugel, indem wir den Kubus des Halbmessers 

4 . 4 - 

mit — von n multiplizieren. — V =- 7t7' 
o 



»•o 



1) Zuerst von Archimedes, dem größten Mathematiker 
des Altertums, geb. in Syrakus (287 bis 212 v. Chr.), angegeben. 

Laisant, Einführuug in die Mathematik. XO 
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Da die Oberfläche einer Kugel gleich dem Vierfachen 
eines Hauptkreises ist (0 = 4;rr^), ist das Volumen auch 
gleich der Oberfläche mal dem dritten Teil des Halb- 
messers. Nimmt man statt des Halbmessers den Durch- 
messer d, so hat man = 7td' und V = — jt d^. 

b 

Alle diese Resultate werden dem Kinde später ab- 
geleitet; man teilt sie ihm vorläufig einfach mit, um es 
in den Stand zu setzen, praktische Aufgaben zu lösen. 
Doch belaste man nicht das kindliche Gedächtnis mit 
diesen Formeln; man lege sie vielmehr dem Schüler, jedes- 
mal wenn er sie braucht, neuerdings vor. Wenn sie sich 
von selbst seinem Geiste einprägen, um so besser; wenn 
nicht, schadet es auch nicht. 

48. Graphisches Rechnen. 

In vielen Zeitschriften findet man heutzutage graphische 
Darstellungen, die man zum großen Teil auch für den 
ersten mathematischen Unterricht des Kindes heranziehen 
kann. Man muß nur dem Kinde die Bedeutung dieser 
Figuren erläutern und es anleiten, selbst ähnliche zu kon- 
struieren. 

Am häufigsten stellen diese Diagramme die Ände- 
rungen der meteorologischen Beobachtungsdaten dar, z. B. 
der Barometerhöhe und der Temperatur, oder des Börsen- 
kurses eines bestimmten Wertpapieres, während einer 
bestimmten Zeit. Es sei hier auch daran erinnert, da& 
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solche Diagramme auch beim Eisenbahnbetrieb zur über- 
sichtlichen Darstellung des Zugsverkehres dienen (graphischer 
Fahrplan) und hier sogar das einzige wirklich praktische 
Mittel zur Orientierung bilden. 

Außer zu diesen Registrierzwecken können solche 
Diagramme auch zur sinnfälligen Darstellung der Ab- 
hängigkeit irgend einer Größe von einer anderen verwendet 
werden. 

Wenn man z. B. ein Gewicht an einen Gummifad en 
hängt, dehnt sich dieser aus, und zwar um so mehr, je 
größer das angehängte Gewicht ist. Man kann nun die 
Abhängigkeit der Fadenlänge von dem Gewichte graphisch* 
so darstellen, daß man dem Diagramme für jedes Gewicht 
die zugehörige Fadenlänge entnehmen kann. Oder: durch 
äußeren Druck wird das Volumen eines Gases verringert; 
ein Diagramm gibt nun zu jedem Drucke das ent- 
sprechende Gasvolumen an. Oder: wenn man Wasser- 
dampf erhitzt, wächst seine Spannkraft; es läßt sich ein 
Diagramm konstruieren, welches sofort die Spannkraft des 
Dampfes angibt, wenn man seine Temperatur kennt. 

In diesen Beispielen, die beliebig vermehrt werden 
können, hängt die Länge des Gummifadens vom ange- 
hängten Gewicht^ das Volumen des Gases vom äußeren 
Druck, die Spannkraft des Wasserdampfes von dessen 
Temperatur ab ; man sagt, die Fadenlänge ist eine Funktion 
des Gewichtes, sie ändert sich mit diesem; das Volumen 
des Gases ist eine Funktion des Druckes, es ändert sich 

10* 
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mit diesem; die Spannkraft des Dampfes ist eine Funktion 
der Temperatur, sie ändert sich mit ihr. Die Barometep- 
höhe, die Lufttemperatur, der von einem Eisenbahnzug:e 
zurückgelegte Weg ändern sich mit der Zeit, sie sind von 
der Zeit (gerechnet von einem bestimmten Zeitpunkte an) 
abhängig; diese Größen sind somit Funktionen der Zeit. 
Dieser an sich so einfache und natürliche Funktions- 
begriff wird auch von einem Kinde leicht verstanden 
werden, wenn er ihm mit einiger Sorgfalt dargeboten und 
durch möglichst viele Beispiele erläutert wird. Wenn eine 
Größe Y von einer anderen Größe X abhängt und beide 
meßbar sind, dann heißt die erste eine Funktion der zweiten. 
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Fig. 88. 

Diese Abhängigkeit zweier Größen voneinander läßt 
sich nun durch eine Kurve (Schaulinie) den Augen 
sichtbar machen. Die Konstruktion dieser Diagramme 
beruht auf folgendem Prinzip. 

Auf quadrilliertes Papier (Millimeterpapier) zeichnet 
man (Fig. 88) zwei normale Gerade .Y und Y. Um 
einen speziellen Wert x der veränderlichen Größe X dar- 
zustellen, tragen wir auf X eine Länge P auf, die, in 
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irgend einer Längeneinheit gemessen, durch dieselbe Zahl 
wie X ausgedrückt ist. Dem x entspricht nun ein bestimmter 
Wert y von F. Derselbe sei durch die Länge Q (in 
einer beliebigen Einheit gemessen) auf Y repräsentiert. 
Nun ziehen wir P Jf und Q M parallel zu Y, beziehungs- 
weise X, Der Schnittpunkt M ist dann der Repräsentant 
des zusammengehörigen Wertepaares x, y. Konstruiert 
man, von immer anderen Werten von X ausgehend, in 
dieser Weise beliebig viele andere solche Punkte wie M 
und verbindet sie alle durch eine Kurve, so erhält man das 
graphische Bild der Funktion, das die Änderung, die i er- 
fährt, wenn sich X ändert, anschaulich zeigt. Wir wollen 
diese Kurve deshalb die Schaulinie der Funktion nennen. 

Wenn die Größe X negative Werte zuläßt, hat 
man dieselben auf OX links von (J, eventuelle negative 
Werte von Y auf Y abwärts aufzutragen. 

Für zwei zusammengehörige Werte x^ y ergibt sich 
natürlich immer nur ein Punkt. 

Die Funktionen, die in der Algebra auftreten, heißen 
algebraische Funktionen. Die Fund amen talaufgabe 
der Algebra besteht nun darin, jene Werte einer Größe X 
zu finden, für welche zwei Funktionen Y und Z von X 
einander gleich werden. Man sieht (Fig. 88), daß sich die 
beiden Schaulinien (Y) und (Z) der Funktionen Y und Z 
in mehreren Punkten 3/^, J/g schneiden. Zieht man jl/j I\ 
und M^ Pj parallel zu Y, so geben P^ und Pj, in 
der für X festgesetzten Einheit gemessen, gerade jene 



— 150 - 

zwei Werte Xi und x.> von X, für welche die beiden 
Funktionen V und Z einander gleich werden. 

In diesem Sinne kann man sagen, daß die Methode 
der Schaulinien Algebra ohne Rechnung ist. Aber sie 
leistet noch mehr, indem sie sich auch auf nichtalgebraische 
Funktionen anwenden läßt. Allerdings muß hinzugefügt 
werden, daß die so erhaltenen Resultate nicht absolut 
genau sind, sondern nur mehr oder weniger genähert, je 
"nach dem angewendeten Maßstabe und der Sorgfalt, mit 
der die Konstruktion ausgeführt wird. Doch wird die er- 
reichbare Genauigkeit in den meisten Fällen für die Praxis 
genügen. Es gibt eine Menge von Problemen, für die sich 
die Schaulinien mit Nutzen anwenden lassen, die, von 
allem anderen abgesehen, den ungeheueren Vorteil haben, 
durch die Augen zum Verstände zu sprechen, die Vor- 
gänge selbst abzubilden. Und das ist vom pädagogischen 
Standpunkte aus eine kostbare Eigenschaft. 

Einige Beispiele werden in den folgenden Kapiteln 
die Konstruktion und Anwendung der Schaulinien klar 
.machen. Die natürlichste Verwendung finden sie bei den 
Sogenannten Bewegungsaufgaben (Problem der Läufer). 
Für diese wollen wir sie auch hauptsächlich verwenden. 



49. Die beiden Fußgänger. 

In seiner einfachsten Form lautet das Läuferproblem: 
ein Fußgänger bncht zu einer bestimmten Stunde aus 
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einem Orte auf und marschiert mit einer gewissen Ge- 
schwindigkeit. Einige Zeit später verläßt ein zweiter den- 
selben Ort und geht auf derselben Straße, in derselben 
Richtung, aber mit einer größeren Geschwindigkeit. Wann 
und wo holt er den ersten ein? 

Um diese und ähnliche Aufgaben graphisch zu lösen, 
brauchen wir zunächst die Schaulinie eines Fußgängers. 
Zu diesem Behufe zeichnen wir in das Quadratnetz unseres 

Millimeterpapieres zwei winkelrechte Gerade (Fig. 89) T, 
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Fig. 89. 

auf der wir die Zeiten, und Y, auf der wir die Wege 
auftragen. Auf T entspreche jeder Zentimeter einer 
Stunde, auf Y jeder Zentimeter einem Wege von 4 Kilo- 
metern. Die aufeinander folgenden Zentimeter auf T 
markieren demnach, wenn der Punkt der Zeit 12 Uhr 
Mittag entspricht, 1, 2, 3 Uhr nachmittag; die Zentimeter 
auf Y die Entfernungen von 4, 8 . . . Kilometern vom 
Ausgangspunkte. 

Wenn nun ein Fußgänger um 2^ o Uhr p. m. aufbricht 
und jede Stunde 6 Kilometer zurücklegt, so ist er um 
2^/^j Uhr vom Ausgangspunkte Kilometer, um 3^ ^ ^^^ 
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6 Kilometer entfernt, also sind die Punkte A und B zwei 
Punkte der Schaulinie des Fußgängers. Wenn er sich mit 
gleich bleibender Geschwindigkeit bewegt, also gleichen 
Zuwächsen auf T auch (untereinander) gleiche Zuwächse 
auf Y entsprechen, ist die Schaulinie eine Gerade, wie 
man sich durch Einzeichnung weiterer Punkte, etwa für 
4^2» 5\ 1» Uhr, leicht überzeugt. Somit ist die Gerade 
durch A und B die Schaulinie unseres Fußgängers. Die 
Figur ergibt dann, daß sich dieser z. B. um 4 Uhr vom 
Ausgangspunkte 9 Kilometer entfernt befindet, was durch 
eine einfache Rechnung leicht verifiziert werden kann. 
Kurz, die Schaulinie gibt uns an, in welcher Entfernung 
sich der Fußgänger zu irgend einer Zeit befindet, wie 
auch, um wieviel Uhr er einen gewissen Weg zurück- 
gelegt hat. 

Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zurück. Wir 
wollen annehmen, daß der erste Fußgänger zu Mittag 
aufbricht und stündlich 4 Kilometer zurücklegt, der zweite 
um 1 Uhr aufbricht und stündlich 6 Kilometer zurücklegt. 
Dann ist (Fig. 90) jB^ die Schaulinie des ersten, A2 B^ 
die des zweiten Fußgängers. Sie schneiden sich im Punkte 
3/, welcher 3 Uhr und 12 Kilometern entspricht, d. h. 
beide Fußgänger sind um 3 Uhr p. m. 12 Kilometer vom 
Ausgangsorte entfernt, sie treffen also um 3 Uhr zusammen, 
in einer Entfernung von 12 Kilometern vom Abgangsorte. 
Bricht der erste Fußgänger nicht gerade zu Mittag, der 
zweite nicht um 1 Uhr auf, sondern heißt es nur, daß 
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der zweite eine Stunde nach dem ersten den Ort verläßt, 
so ergibt die Figur, daß der zweite den ersten 3 Stunden 
nach dessen Ahgang in 12 Kilometer Entfernung einholt. 
Das Problem soll nun in folgender Weise erweitert 
werden. Eine halbe Stunde nach dem Aufbruche des 
ersten Fußgängers vei-Iasse ein Wagen einen 14 Kilo- 
meter von ihrem Ausgangsorte entfernten Ort und fahre 
mit 8 Kilometern Geschwindigkeit pro Stunde den beiden 
Wanderern entgegen. Wo und wann begegnet er sie? 



Fig. 90. 

Arf B3 ist die Schaulinie des Wagens. Sie schneidet die 
Schaulinie des ersten Fußgängers in B^, woraus ersichtlich 
ist, daß dieser l'/^ Stunden nach seinem Weggange und 
nachdem er 6 Kilometer zurückgelegt hat, dem Wagen 
begegnet. Für den zweiten ergibt sich ungefähr 1" 4 Stunden 
{etwas weniger) und 4'/, Kilometer {etwas mehr). Durch 
Rechnung findet man 1 Stunde 43 Minuten und 4286 Kilo- 
meter, Man sieht, wie trotz der kleinen Dimensionen 
unsere Figur für die Praxis hinreichend genaue Resultate 
liefert. 



50. Von Paris nach Marseille. 

Die Fig. 91 gibt die Schauünien der beiden Tages- 
schnellzüge Nr. 1 und 16 zwischen Paris und Marseille 



Flg. 91. 

nach dem Fahrplane von Ende 1905. Welche Genauigkeit 
trotz des kleinen Maßstabes der Figur ein solcher 
graphischer Fahrplan ergibt, kann man ersehen, wenn 
man seine Angaben mit der folgenden Tabelle der genauen 
Abfahrts- und Ankunftszeiten vergleicht. 
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Schnellzug 1. 




Schn< 


jUzug 16. 






Ank. 


,Abf. 




Ank. 


Abf. 


Paris 


• • 


9.20 


Marseille . 


1 • 


11.53 


Laroche 


. . 11.34 


11.39 


Avignon . 


. 1.20 


1.26 


Dijon . . 


. 1.59 


2.15 


Valenee 


. . 2.51 


2.54 


Mäcon . 


. . 3.51 


3.54 


Lyon . . 


. 4.08 


4.14 


Lyon . . 


. 4.57 


5.14 


Mäcon . 


. . 5.10 


5.13 


Valence 


. . 6.39 


6.42 


Dijon . . 


. 6.40 


6.46 


Avignon 


. . 8.16 


8.27 


Laroche 


8.31 


8.36 


Tarascon . 


. 8.45 


8.53 


Paris 


. . 10.20 




Marseille 


. . 10.11 











Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt, wie wünschens- 
wert es, namentlich beim Eisenbahnverkehr^ wäre, die 
Stunden von Mitternacht bis Mitternacht von 1 bis 24 zu 
zählen, anstatt Vor- und Nachmittag zu unterscheiden, 
was eine Quelle häufiger Irrtümer ist. In manchen 
Ländern^) ist dies bereits eingeführt. Gewiß wird man 
auch einmal bei uns einsehen, daß es vorteilhafter und 
einfacher ist, „17 Uhr" als „5 Uhr Nachmittag" zu sagen. 

Die Konstruktion solcher graphischer Fahrpläne ist 
eine sehr nützliche Übung. Der Schüler nehme einen 
Eisenbahnfahrplan zur Hand und suche sich Orte aus der 
Umgebung oder Orte, die er wenigstens dem Namen nach 
kennt. Mit Hilfe von Millimeterpapier erfordert dann die 
Konstruktion nur wenig Zeit. 

Die erhaltenen Figuren geben schon beim bloßen 
Anblick Gelegenheit zu interessanten Beobachtungen. Man 



^) Italien, Spanien und Belgien. (Zus. d. übers.). 
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erkennt, wo und wann die Züge sich kreuzen, wo und 
wie lange sie halten, wo sie schneller und langsamer 
fahren (an der Steilheit des Geradenstückes), wo der 
schnellere Zug den langsameren überholt usw. usw. 



51. Von Havre nach New-York. 

Als vor langer Zeit gelegentlich eines Kongresses 
sich zahlreiche namhafte Mathematiker verschiedener 
Nationen zu einem Frühstück versammelt hatten, kündigte 
gegen Ende desselben Ed. Lucas plötzlich an, er habe 



le Havre 



0123456789 10 



NewYork 




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ms 15 17 

B 



Fi^^ 92. 



ihnen eine schwierige Frage vorzulegen. „Ich nehme an 
— sagte er — (leider ist es nur eine Annahme), daß 
jeden Tag zu Mittag ein Dampfer von Havre nach New- 
York und zu gleicher Zeit einer von New-York nach 
Havre auslaufe. Die Überfahrt dauere in beiden Rich- 
tungen genau sieben Tage. Wie viele entgegenkommende 
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Dampfer seiner Gesellschaft wird z. B, jener Dampfer, der 
heute Mittag Ha vre verläßt, auf seiner Fahrt begegnen?'' 

Einige der berühmten Mathematiker antworteten 
rasch: sieben; die meisten aber schwiegen verlegen. 
Nicht einer gab die richtige Antwort, welche die Fig. 92 
mit aller Klarheit gibt. 

Diese vollkommen authentische Anekdote lehrt 
zweierlei. Sie zeigt einmal, wie nachsichtig und geduldig 
man mit den Kindern sein muß, wenn sie nicht sofort 
Sachen, die ihnen neu sind, begreifen; dann beweist sie 
auch den großen Nutzen graphischer Darstellungen. Hätten 
sich jene Mathematiker die Fig. 92 im Geiste konstruiert, 
so hätten sie nicht ausschließlich an jene Dampfer gedacht, 
die erst von New-York abfuhren und an jene vergessen 
die bereits unterwegs waren. 

Denn es ist klar, daß das Schiff, dessen Schaulinie 
AB ist, 13 Gegenschiffe auf offenem Meere begegnen 
wird, ferner eines beim Auslaufen aus Ha vre und eines' 
beim Einlaufen in New-York, somit im ganzen 15 Schiffe. 
Das Diagramm zeigt ferner, daß die Begegnungen immer 
um Mittag und Mitternacht stattfinden. 



52. Die kriechende Schnecke. 

In Lucas' Arithmetique amüsante findet sich 
auch unter dem Titel „Ballade von der kriechenden 
Schnecke" folgende Aufgabe. 



— 158 - 

Eine Schnecke steht eines Sonntags um 6 Uhr 
morgens auf und kriecht einen Baum hinauf; tagsüber, 
d. i. bis 6 Uhr nachmittags, kriecht sie 5 Meter in die 
Höhe, während der Nacht aber immer wieder 2 Meter 
herunter. Wann wird sie in 9 Meter Höhe angelangt sein ? 

Das ist auch ein Läuferproblem (freilich handelt es 
sich um einen recht langsamen Läufer). 

Ein Schüler antwortete vorschnell: Mittwoch früh. 
Aber das ist falsch. Der Leser möge die Schaulinie der 
eigensinnigen Schnecke konstruieren und so die richtige 
Lösung selbst finden. 



53. Barograph und Thermograph. 

• 

Fig. 93 zeigt uns zwei Kurven; die eine (voll aus- 
gezogene) gibt das Steigen und Fallen des Luftdruckes, 
die andere (punktierte) der Temperatur während einer 
Woche an. Die Zeit ist oben bezeichnet, für die Luftdruck- 
kurve sind die Barometerhöhen links, für die Temperatur- 
kurve die Temperaturen rechts verzeichnet. Solche Kurven 
werden von selbsttätigen Registrierinstrumenten (Baro- 
graph, Thermograph) durch einen Schreibhebel auf einem 
Blatt quadrillierten Papieres aufgezeichnet, welches auf 
einer durch ein Uhrwerk gleichmäßig gedrehten Trommel 
aufgewickelt ist. Sie sind für die Meteorologie von großem 
Nutzen. Wir wollten hier nur zeigen, einerseits, wie die 
graphische Methode auch die Änderungen «olcher Funktionen 
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aufs glücklichste darzustellen imstande ist, über welche 
uns nur Erfahrungsdaten zu Gebote stehen; anderseits, 
wie zwei sehr verschiedene Funktionen, die nur von der- 
selben Größe (der Zeit) abhängen, in derselben Figur 
gleichzeitig mit vollster Klarheit zur Darstellung kommen 
können. 

54. Zwei Radfahrer mit nur einem Rade. 

Zwei Radfahrer machten zusammen eine Reise; der 
eine erlitt eine Havarie, so daß er sein Rad nicht mehr 
benutzen konnte. Mit dem einen unversehrten Rade setzten 
sie nun die Reise in folgender Weise fort. Sie brachen 
auf, der eine zu Rad, der andere zu Fuß; an einer be- 
stimmten Stelle sollte der Radfahrer absteigen, die Maschine 
im Straßengraben niederlegen und zu Fuß weiter gehen. 
Sein Gefährte sollte, sobald er an jene Stelle käme, das 
Rad besteigen und dem anderen nachfahren. Sobald er 
ihn' erreichte, sollten sie wieder wechseln usf. bis zum Ziel. 

Wenn sie z. B. noch 40 Kilometer zurückzulegen 
haben und jeder auf dem Rade 15 Kilometer, zu Fuß 
ö Kilometer in der Stunde macht, wo muß, wenn sie nur 
einmal wechseln wollen, der erste das Rad verlassen, da- 
mit sie zu gleicher Zeit ihr Ziel erreichen? 

Die Antwort ist natürlich höchst einfach. Da jeder, 
damit sie gleichzeitig ankommen, den gleichen Weg zu 
Fuß und zu Rad machen muß, muß der erste das Rad in 
der Hälfte des Weges, d. i. nach 20 Kilometern niederlegen. 
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Die Fig. 94 ^bt uns die Schaulinien der beiden 
Touristen, für den ersten voll ausgezogen, für den zweiten 
punktiert. Nehmen wir der Einfachheit halber an, daß sie 
zu Mittag aufbrechen. Der Radfahrer erreicht die Mitte 
des Weges um 1 Uhr 20 Minuten, legt die Maschine 
nieder und geht zu Fuß weiter; da er noch 20 Kilo- 
meter zu gehen hat, kommt er um 5 Uhr 20 Minuten 
ans Ziel. 

Sein Gefährte hat zu Fuß bis 4 Uhr die erste Hälfte 
des Weges zurückgelegt, besteigt hierauf das Rad und 
kommt gleichfalls um 5 Uhr 20 Minuten an. 




Sie haben also beide in 5 Stunden 20 Minuten die 
40 Kilometer zurückgelegt, was einer Durchschnitts- 
geschwindigkeit von 7Y2 Kilometern pro Stunde entspricht. 
Das ist aber eine wesentlich größere Geschwindigkeit als 
die eines Fußgängers. Diese Art des Reisens würde sich 
demnach für zwei junge Leute empfehlen, deren gemeinsame 
Ersparnisse gerade nur zur Erwerbung eines Rades hin- 
reichen. 

L a i 8 a n t , Einfübrung in die Mathematik. ^ | 
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Um diesen Vorgang aber wirklich ausfüliren zu 
können, müßte man — außer die Gegend wäre ganz 
einsam oder es herrschte eine beispiellose Ehrlichkeit — 
den Maschinenwechsel sehr häufig vornehmen, damit das 
Rad nicht allzu lange unbeaufsichtigt am Rande der 
Straße stehen bliebe. Wir haben diesen Fall ebenfalls in 
der Fig. 94 berücksichtigt. Unter der Annahme, daß bei 
Kilometer 10, dann bei Kilometer 30 gewechselt werde, 
ist aa 3/ die Schaulinie des ersten, h h M die des 
zweiten Reisenden. In der Mitte des Weges überholt in 
diesem Falle der Radfahrer den Fußgänger. Das Diagramm 
zeigt alle diese Umstände auf. 

Man kann natürlich auch ganz ebenso den Fall 
behandeln, daß die beiden Leute, sei es zu Fuß, sei es zu 
Rad, nicht dieselbe Durchschnittsgeschwindigkeit entwickeln. 

Diese Bewegungsaufgaben sind natürlich auch der 
Rechnung zugänglich, aber das erfordert mathematische 
Kenntnisse, die wir hier noch nicht voraussetzen können. 



55. Der unzulängliche Wagen. 

Zwei befreundete Ehepaare (nennen wir sie A und B) 
kamen eines Morgens mit der Eisenbahn in der Station .Y 
an, um von hier mittels Wagen einen Ausflug nach dem 
63 Kilometer entfernten Orte Y zu machen. Unglüek- 
«eligerweise war nur eine Automobildroschke für zwei 
Personen vorhanden. 
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Die Verlegenheit war g:roß. Den ganzen Weg zu Fuß 
zurückzulegen, daran war nicht zu denken. Aber da noch 
alle ganz rüstige Fußgänger waren, die sich immerhin 
noch 4 Kilometer per Stunde zu machen getrauton, einigte 
man sich auf folgenden Ausweg. Das Ehepaar A sollte 
im Automobil wegfahren, gleichzeitig sollten Herr und Frau 
B sich zu Fuß auf den Weg machen; nach einiger Zeit 
sollte der Wagen die A absetzen, damit sie zu Fuß 
weitergingen, sollte zurückfahren, die B aufnehmen und 
sie an den Bestimmungsort bringen. Wie mußte es 
eingerichtet werden, damit alle gleichzeitig ans Ziel 
kämen, und wieviel Zeit brauchte man für die Reise, 
wenn die Geschwindigkeit des Automobils 30 Kilometer 
beträgt ? 

Diese Aufgabe ist der vorigen ähnlich, aber durch 
den Umstand kompliziert, daß der Wagen zurückfahrt, 
den B entgegen. 

Ist X (Fig. 95) der Ausgangspunkt, P der Ort, wo 

das Automobil die A absetzt, Q der Ort, wo es die B 

aufnimmt und Y das Ziel, so fahren die A von X bis P 

und gehen von P bis F, während die B von X bis Q 

gehen und von Q bis Y fahren. Damit alle gleichzeitig 

ankommen, muß A^P= Q Y und X Q = P Y sein; daraus 

folgt unmittelbar, daß das Diagramm ein Parallelogramm 

sein muß, so wie in Fig. 94; aber während dort die 

Diagonale parallel zur Achse der Zeiten ist, da das Rad 

in der Zwischenzeit unbeweglich im Straßengraben liegt, 

11* 
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ist es hier anders: hier ist die Diagonale die Schau- 
linie des Autos, während es zurückfährt, um die B 
zu holen. 

Es ist also in Fig. 95 XCM die Schaulinie der A^ 
XDM die der B, XCDM die des Wagens und XCMD 
ist ein Parallelogramm. 




Fig. 95. 

Danach ergibt sich leicht die Konstruktion. Man 
sieht zunächst die Geraden XC und XD, entsprechend 
den Geschwindigkeiten von 30 Kilometern (des Autos) und 
4 Kilometern (der Fußgänger) die Stunde. Würde man in. 
dem beliebigen Punkte Ci (etwa dem Punkte, der 1 Stunde 
und 30 Kilometern entspricht) das Automobil zurück- 
schicken, so wäre C^ D^ die Schaulinie für die Rückfahrt 
desselben (es würde nach 2 Stunden wieder im Ausgangs- 
orte eintreffen). Sie schneidet die Gerade XD in D^, d. h. 
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der Wagen würde in D^ die B treffen, sie aufnehmen und 
umkehren. Aus XCi und XD^ ließe sich jetzt leicht das 
Parallelogramm ergänzen; nur würde die vierte Ecke nicht 
den Endpunkt der Reise ergeben; dieser muß in der 
Geraden Y M liegen. Um dies zu erreichen, bat man nur 
zu dem eben erhaltenen (in der Figur nicht wirklich ge- 
zeichneten) Parallelogramme ein ähnliches zu konstruieren, 
dessen vierte Ecke in YM liegt. Dazu braucht man nur 
die Diagonale XO^ (0^ der Halbierungspunkt von C^ Di) 
des ersten Parallelogrammes bis zum Schnitt mit der 
Geraden YM zu verlängern. Zuletzt zieht man MC 
parallel zu XD und MD parallel zu XC. 

Aus dem Diagramm ersieht man, daß dem Punkte D 
3 Stunden und 12 Kilometer, dem Punkte C ungefähr 1^4 
Stunden und 51 Kilometer, dem Punkte M beiläufig 4^4 
Stunden und natürlich 63 Kilometer entsprechen. Es muß 
somit das Automobil das Ehepaar A bei Kilometer 51, d. i. 
ungefähr nach 1^/4 Stunden, absetzen und umkehren; es 
trifft das Ehepaar B 3 Stunden nach dessen Aufbruche 
bei KUometer 12, kehrt um und erreicht zirka 4^4 Stunden 
nach der Abfahrt das Ziel, wo zu gleicher Zeit auch Herr 
und Frau B eintreffen. 

Die genaue Rechnung ergibt 4 Stunden 42 Minuten 
anstatt 4^4 Stunden, ein Unterschied, der für die Praxis 
ganz belanglos ist. 

Im ganzen legen demnach die Reisenden 51 Kilo- 
meter im Automobil und nur 12 Kilometer zu Fuß zurück. 



— 166 — 

Da sie dazu 4 Stunden 42 Minuten brauchen, ist ihre durch- 
schnittliche Geschwindigkeit 13*4 Kilometer pro Stunde, 
d. h. sie kommen so an, als ob sie alle zusammen in 
einem Wagen gefahren wären, der stündlich 13*4 Kilo- 
meter zurücklegt. Die Reisenden — die A sowohl wie die 
B — legen in 3 Stunden zu Fuß 12 Kilometer, den Rest 
im Wagen zurück; dieser fährt im ganzen 141 Kilometer, 
nämlich 51 hin, 39 zurück und wieder 51 hin. 

Wir haben dieses Beispiel etwas ausführlicher be- 
handelt, damit man nach diesem Muster ähnliche Aufgaben 
aufstellen kann. 



56. Der Hund und die beiden Wanderer. 

Zwei Fußgänger gehen hintereinander auf einer 
Straße; der erste, A^ hat 8 Kilometer Vorsprung und 
macht 4 Kilometer, der zweite, 5, 6 Kilometer in der 
Stunde. Der eine der beiden hat einen Hund, der von 
seinem Herrn zu dem andern läuft, sofort wieder umkehrt, 
zu seinem Herrn zurückläuft, wieder umkehrt usf., immer 
zwischen den beiden Wanderern mit 15 Kilometer Ge- 
schwindigkeit pro Stunde hin und her, so lange, bis die 
beiden zusammentreffen. 

Die Frage ist, welchen Weg der Hund im ganzen 
zurücklegt. 

Das Problem scheint zwei Lösungen zu bieten, je 
nachdem der Hund dem A oder dem B gehört. In der 
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Fig. 96 ist die Zeit von dem Augenblicke an gezählt, wo 
der Hund losgelassen wird. Die Schaulinien der beiden 
Wanderer sind OM und 8 M; ihr Schnittpunkt ^f^ der 
das Zusammentreffen repräsentiert, entspricht 4 Stunden 
und 24 Kilometern. Gehört der Hund dem nachfolgenden 
Wanderer, so ist seine Schaulinie die Zickzacklinie aa ,. .^ 
im anderen Falle 8hb .. , In beiden Fällen aber ist das 




5 h 



Fig. 96. 



Tier 4 Stunden lang mit 15 Kilometern Geschwindigkeit 
hin- und hergelaufen, hat demnach 60 Kilometer durch- 
laufen. Es ist somit für das Problem gleichgiltig, welchem 
der beiden der Hund gehört. 

Die Verhältnisse wurden hier absichtlich so einfach 
angenommen; man kann natürlich die Aufgabe vielfach 
variieren, z. B. annehmen, daß die Wanderer einander 
entgegengehen, anstatt hintereinander u. dgl. m. 



168 



57. Der fallende Stein. 

In den bisherigen Beispielen der Bewegung — von 
Fußgängern, Schiffen, Eisenbahnzügen, Wagen, der Schnecke, 
des Hundes — war der in einer gewissen Zeit, z. B. einer 
Sekunde zurückgelegte Weg immer der gleiche. Infolge- 
dessen waren die Schaulinien gerade Linien. Man sagt, 
„die Geschwindigkeit ist konstant" oder „die Bewegung 
ist gleichförmig". 




Fig. 97. 



Das trifft indessen nicht mehr für die Bewegung 
, eines Steines zu, den man aus einer gewissen Höhe herab- 
fallen läßt. Die Erfahrung lehrt, daß er, wenn man vom 
Luftwiderstande absieht, nach der ersten Sekunde ungefähr 
4'90 Meter, nach der zweiten 19*60 Meter, nach der dritten 
44' 10 Meter zurückgelegt hat. Die Schaulinie (Fig. 97) ist 
dann nicht eine gerade, sondern eine krumme Linie. Sie 
ist ein Stück einer Kurve, von der wir noch hören werden 
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und die man Parabel nennt. Die Formel j/ := 4*9 X ^^ 
gibt für jede Zeit t den Weg: y, welchen der Stein während 
dieser Zeit im freien Fallen zurücklegt. 

Wird die Fallzeit in Sekunden angegeben, so erhält 
man den Fallraum in Metern. 

In Yio Sekunde z. B. fällt der Stein nur um 49 Milli- 
meter, nach einer Sekunde ist er 4*9 Meter, nach 10 
Sekunden 490 Meter gefallen. Man erkennt, daß er immer 
schneller fällt, seine Geschwindigkeit wächst. Eine solche 
Bewegung nennt man eine beschleunigte. 

Um von der Spitze des Eiffelturmes bis zum Boden 
herabzufallen, das sind 300 Meter, brauchte ein Stein 
etwas weniger als 8 Sekunden, nämlich 7*8 Sekunden, 
falls kein Luftwiderstand vorhanden wäre. 

In Wirklichkeit darf jedoch der Luftwiderstand nur 
bei geringen Fallhöhen vernachlässigt werden; bei größeren 
Fallhöhen ändert er den Verlauf der Bewegung ganz 
beträchtlich; in diesem Falle würde unser Diagramm nicht 
mehr den Tatsachen entsprechen. 



58. Der geworfene Ball. 

Schleudert man mit der Hand einen Ball senkrecht 
nach aufwärts, so erhebt er sich bis zu einer gewissen 
Höhe und fällt dann wieder herunter. Verfolgt man ihn 
aufmerksam mit den Augen, so läßt sich unschwer fest- 
stellen, da(5 beim Aufwärtssteigen des Balles die Bewegung 
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sich mehr und mehr verlangsamt, während beim Herab- 
fallen das Umgekehrte stattfindet. Die Bewegung ist im 
ersten Teil verzögert, im zweiten beschleunigt. 

Bedient man sich statt der Hand einer Vorrichtung, 
um eine Kugel in die Höhe zu schleudern, etwa einer 
vertikal gerichteten PeuerwaflFe, so erfolgt die Bewegung 
in gleicher Weise, nur wird die Kugel um so höher steigen 
und um so später zum Boden zurückkehren, je größer 
die Geschwindigkeit ist, mit der sie geschleudert wird. 

Es ist nun von Interesse, den Verlauf dieser Be- 
wegung näher kennen zu lernen, insbesondere zu wissen, 
bis zu welcher Höhe sich die Kugel erhebt, welche Zeit 
sie dazu braucht und nach welcher Zeit sie wieder unten 
anlangt. 

Wenn man die Anfangsgeschwindigkeit kennt, d. h. 
die Geschwindigkeit, mit der die Kugel in die Höhe ge- 
schleudert wurde, dann ergeben sich die Antworten auf 
alle diese Fragen aus der Formel: 

y = at — 'k'9Xi'' 
Hierin bedeutet y die erreichte Höhe in Metern, 

t die Zeit in Sekunden, a die Anfangsgeschwindigkeit in 

Metern pro Sekunde (d. h. die Kugel würde in jeder 

Sekunde a Meter zurücklegen, falls sich die Bewegung 

nicht verlangsamen würde). 

Wir ziehen der Rechnung, so einfach sie auch ist, 

wieder die graphische Darstellung vor. Das Diagramm 

-{Fig. 98) ist unter der Annahme a = 20 konstruiert, d. h. 
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die Kugel ist so geschleudert, daß sie in jeder Sekunde 
20 Meter zurücklegen würde, wenn sie ungehindert dieser 
Bewegung folgen könnte. OÄ ist die Schaulinie dieser 
hypothetischen gleichförmigen Bewegung. In Wirklichkeit 
werden die durch Ä angegebenen Höhen nicht erreicht, 
sondern um jene Wege verringert, um die der Körper 
gleichzeitig herabfällt. Diese Wege gibt uns aber die 
Fig. 97 für die einzelnen Sekunden. Man braucht sie nur 
von Ä nach unten aufzutragen, um die wirklichen Höhen 
und damit die Schaulinie zu erhalten, die die Fig. 98 zeigt. 




Man könnte auch aus der Formel y = 20 ^ — 4*9 f^ 
für t=l, 2, 3, . . . Sekunden die y berechnen und von 
T nach oben auftragen. 

Die Kurve ist wiederum eine Parabel. Das Diagramm 
zeigt uns, daß unter der gemachten Annahme die Kugel 
2 Sekunden steigt, ungefähr 20 Meter Höhe erreicht und 
wieder nach 2 Sekunden am Boden ankommt. Die Rechnung 
ergibt 2*04 Sekunden und 2040 Meter. 

Es läßt sich allgemein zeigen, daß die Zeit, die der 
Körper zum Herabfallen braucht, stets gleich ist der Zeit, 
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die er gestiegen ist, und daß die erreichte Höhe immer 

^ -,. Meter ist. 
19-6 

Auch hier ist wieder auf den Luftwiderstand keine 
Rücksicht genommen, der bei größeren Anfangsgeschwin- 
digkeiten sowohl beim Aufsteigen wie beim Herabfallen 
einen erheblichen Einfluß ausübt. 

59. Die Stadtbahn. 

Eine Stadtbahn bietet ganz eigenartige Betriebs- 
bedingungen dar. Einmal ist die Entfernung der Stationen 
sehr klein, gewöhnlich nur einige hundert Meter; außerdem 
folgen die Züge sehr rasch aufeinander. Infolgedessen muß 
der Aufenthalt der Züge in jeder Station auf ein möglichst 
geringes Maß herabgedrückt werden. 

Ein bedeutender Bruchteil der Fahrzeit zwischen 
zwei Stationen wird beim Anfahren bis zur Erlangung der 
vollen Geschwindigkeit und beim Einfahren in die Station 
zum Abbremsen derselben verbraucht. 

Dies findet allerdings bei allen Eisenbahnen statt; 
aber bei großen Stationsentfernungen verschwindet diese 
Periode der Fahrbeschleunigung und -Verzögerung gegen- 
über der großen Fahrzeit. Aus diesem Grunde könnten 
wir auch die Schaulinie eines fahrenden Zuges durch eine 
Gerade zwischen zwei Stationen darstellen. 

Bei einem Stadtbahnzuge geht das aber nicht mehr 
an, vielmehr hat die Schaulinie dann die Gestalt, die 
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Fig. 99 zeigt. Dabei ist eine Stationsentfernung von 400 
Metern und eine volle Zugsgeschwindigkeit von 36 Kilo- 
metern in der Stunde, also 10 Metern in der Sekunde ^)y 
angenommen. Weiter ist angenommen, daß der Übergang 
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Fig. 99. 



vom Stillstand zur vollen Fahrt und umgekehrt 20 Sekunden 
erfordere. 

Der Zug führt somit während 20 Sekunden eine 
beschleunigte Bewegung aus — wie der fallende Stein in 



') Für die Praxis mag die Bemerkung nützlich sein, daß- 
man von der Stundengeschwindigkeit in Kilometern zur Sekunden- 

geschwindigkeit in Metern durch Multiplikation mit vq gelangt 

5 
(36 X jg = 10). Die entgegengesetzte Umrechnung erfolgt durch 

18 36 36 9 

Multiplikation mit c oder ^v^; weil -q das Vierfache von jn ist, 

hat man einfach die Sekundengeschwindigkeit um den 10. Teil 
zu vermindern und den Rest mit 4 zu multiplizieren. Ein Zug 
von z. B. 30 Metern Geschwindigkeit pro Sekunde legt in der 
Stunde (30 — 3 = 27 ; 27 X 4 = 108) 108 Kilometer zurück. 
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Nr. 57 (nur sind hier die Wege oberhalb T aufgetragen) 
— und legt in dieser Zeit 100 Meter zurück; hierauf 
fahrt er 20 Sekunden mit seiner vollen Geschwindigkeit 
von 10 Metern pro Sekunde, legt somit 200 Meter in voller 
Fahrt zurück; nun werden die Bremsen angezogen, die 
Bewegung geht in eine verzögerte über - - wie die des 
aufwärts geworfenen Steines in Nr. 58 in der ersten 
Hälfte ist — der Zug legt noch 100 Meter in 20 Sekunden 
zurück und bleibt dann stehen. Die ganze Fahrt hat 60 
Sekunden gedauert. 

Die Schaulinie (Fig. 99) gibt von allen diesen Um- 
ständen Rechenschaft; von bis A ist die Periode des 
Anfahrens (100 Meter in 20 Sekunden); von A bis B ist 
die Periode der vollen Fahrt (200 Meter in 20 Sekunden) ; 
von B bis M ist die Periode des Bremsens bis zum Still- 
stand (100 Meter in 20 Sekunden). 

Ein Blick auf die Figur genügt, um den großen 
Einfluß der Periode des Anfahrens und des Abbremsens 
bei kleinen Fahrtstrecken zu erkennen. Wären die Stationen 
nur 200 Meter voneinander entfernt statt 400, dann 
würde die Periode der vollen Fahrt vollständig verschwinden 
und der Zug brauchte 40 Sekunden für diese 200 Meter. 



60. Analytische Geometrie. 

Der Grundgedanke, welcher der Konstruktion einer 
jeden Schaulinie zugrunde liegt, wurde in Nr. 48 erläutert. 
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Er besteht kurz in folgendem: auf zwei winkelrechten 
Geraden A" und Y werden zwei Strecken x= P 
und y = Q aufgetragen; die durch P und ^ zu X, 
beziehungsweise Y gezogenen Parallelen bestimmen dann 
durch ihren Schnitt einen Punkt M. 

Ist y eine Funktion von a?, so gibt uns die Kurve, 
welche alle jene Punkte M verbindet, ein geometrisches 
Bild eben dieser Funktion. 



M 



Fig. 100. 

Dies ist auch die Grundlage einer sehr wichtigen 
uudnützlichen Wissenschaft, der analytischen Geometrie, 
die wir dem Genie Descartes'^) verdanken und ohne die 
es ohne Zweifel auch keine Schaulinien geben würde. 

Die Geraden X, F (Fig. 100) heißen Koordi- 
natenachsen, und zwar AT die X-Achse oder Abszissen- 
achse, }^die F-Achse oder Ordinatenachse. OF=^x 
und OQ = y heißen die Koordinaten des Punktes M, 
und zwar x die Abszisse, y die Ordinate von M. Eine 





Rene Descartes (Cartesius), berühmter Philosopii, 
geb. in la Haye in der Touraine (1596 bis 1650). 
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negative Abszisse wird in der Richtung X\ eine negative 
Ordinate in der Richtung Y^ aufgetragen. Somit ist für 
einen Punkt 

im Quadranten XO Y x positiv, y positiv; 

Y X' X negativ, y positiv ; 
X' Y' X negativ, y negativ ; 
1^' X X positiv^ y negativ. 

Zeichnet man also in ein Achsenkreuz irgendeinen 
Punkt, so ergeben sich daraus seine Koordinaten; gibt 
man irgend zwei Koordinaten, so läßt sich der dazugehörige 
Punkt konstruieren. 

Sind die Größen x und y durch irgendeine Gleichung 
miteinander verbunden, aus der zu jedem beliebig ge- 
wählten Werte von x durch Rechnung ein zugehöriger 
Wert von y sich ergibt, dann werden die diese zusammen- 
gehörigen Wertepaare x^ y (Lösungen der Gleichung) 
repräsentierenden Punkte eine Linie erfüllen. Jene Be- 
ziehung heißt die Gleichung dieser Kurvte, welche ihrer- 
seits das geometrische Bild der Gleichung ist. 

Aus der Gleichung einer Kurve ihre Eigenschaften 
und ihre Gestalt ermitteln; 

und zu einer Kurve, die durch irgendeine Eigen- 
schaft definiert ist, ihre Gleichung aufstellen: 

das sind die beiden Hauptprobleme der analytischen 
Geometrie. 

Es ist hier nicht der Ort, die Lehren der analytischen 
Geometrie vorzutragen. Bei der Konstruktion der Schau- 
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linien haben wir bereits, ohne es zu wissen, ja ohne selbst 
den Namen dieser Wissenschaft zu kennen, ein wenig 
analytische Geometrie getrieben. Seit der Erfindung der- 
selben hat das Studium der krummen Linien ungeheure 
Fortschritte gemacht, dank der neuen Hilfsmittel, welche 
sie bot. Einige krumme Linien waren schon den Geometern 
des Altertums in ihren wesentlichsten Eigenschaften be- 
kannt und man muß über die Geisteskraft staunen, die 
vor zwei Jahrtausenden mit so geringen Hilfsmitteln zu 
Erkenntnissen geführt hat, die uns noch heute von 
Nutzen sind. 

Besonders waren es drei Linien, welche die alten 
Geometer eingehend behandelten. Aus diesem Grunde und 
weil sie in der Praxis vielfältige Anwendung finden, wollen 
wir sie im folgenden kurz besprechen. 



61. Die Parabel. 

Wir sind dieser Kurve bereits bei den Schaulinien 
des fallenden und geworfenen Steines und des Stadtbahn- 
zuges begegnet. Man hat manchmal Gelegenheit, eine 
Kettenbrücke zu sehen; die Ketten oder Kabel, an denen 
die Brücke hängt, haben ebenfalls (annähernd) die Gestalt 
einer Parabel. 

Die Parabel hat folgende charakteristische Eigen- 
schaft: alle ihre Punkte M (Fig. 101) haben von einem 
festen Punkte F und einer festen Geraden (D) gleiche 

L a i 8 a n t , Einf ühruuff in die Mathematik. ^ 2 



i I 



— 178 — 

Entfernung: MF = MR Der Punkt F heißt Brennpunkt 
oder Fokus, die Gerade (D) Leitlinie oder Direktrix, 
die Gerade F Y, die durch den Brennpunkt normal zur 
Leitlinie gezogen ist, heißt die Achse der Parabel. Diese 
ist in bezug auf die Achse symmetrisch, d. h. die beider- 
seits derselben liegenden Teile sind ganz gleich gestaltet* 




Flg. 101. 



Die Achse schneidet die Parabel im Punkte A, ScheiteL 
genannt, der die Entfernung des Brennpunktes von der 
Leitlinie halbiert. 

Wählt man die Parabelachse zur Ordinaten- und 
die dazu normale Gerade AX zur Abszissenachse, dann 
lautet die Gleichung der Parabel y = kx^^. 



62. Die Ellipse. 

Viele Brückenbogen haben die Form einer Halbellipse. 
Wenn man eine einigermaßen regelmäßig geformte Rübe 
schief durchschneidet, erhält man als Schnittfigur eine 
Ellipse. Wenn man eine kreisrunde Scheibe, etwa eine 
Münze, in das Licht der Sonne oder einer Lampe hält, so- 



— 179 — 

ist der auf ein Blatt Papier geworfene Schatten derselben 
abermals eine Ellipse. Die Astronomie endlich lehrt, daß 
alle Planeten, auch unsere Erde, sich in elliptischen Bahnen 
um die Sonne bewegen. 

Die Ellipse ist durch die Eigenschaft definiert, daß 
die Summe der Abstände eines jeden ihrer Punkte von 
zwei Fixpunkten stets dieselbe ist. Diese beiden Punkte 
F, F' (Fig. 102) heißen die Brennpunkte. Auf dieser 




Fig. 102. 

Eigenschaft beruht eine einfache Konstruktion der Ellipse. 
Man bringt in F und F^ zwei Stifte an, befestigt an ihnen 
einen Faden von gegebener Länge und spannt ihn durch 
einen Schreibstift Jf, den man so auf der Unterlage ver- 
schiebt, daß der Faden FMF' stets gespannt bleibt; 
alsdann beschreibt der Stift eine Ellipse. Dieser Methode 
bedienen sich die Gärtner, um auf dem Boden Ellipsen 
zu ziehen. 

Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve. ÄA' heißt 
die große, BB^ die kleine Achse, deren vier End- 
punkte A, A\ B, B' die Scheitel der Ellipse genannt 

12* 
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werden; ist der Mittelpunkt. Die Kurve ist beider- 
seits sowohl der großen, wie der kleinen Achse gleich 
gestaltet (symmetrisch). Man sieht leicht, daß die kon- 
stante Länge M F -- M F' gleich AA' oder 2,0 A ist 
(MF p MF' = A F-r AT = A' r + AF' = A A'), 

Würden die beiden Brennpunkte F, F' nach zu- 
sammenrücken, würde A= OB werden und die Ellipse 
^inge in einen Kreis über. 

Wählt man A und B als A"-, beziehungsweise 
3'-Achse, so lautet die Gleichung der Ellipse 

worin a die halbe große, h die halbe kleine Achse (0-4, 
beziehungsweise OB) bedeutet. 

Für h=^ a wird daraus die Gleichung des Kreises 
vom Halbmesser a: 



63. Die Hyperbel. 

Für diese ebenso wichtige Kurve finden sich nicht 
so leicht Beispiele in unserer Umgebung wie für die beiden 
früheren. Indessen, wenn man einen Lampenschirm etwas in 
die Höhe hebt, so daß die Flamme unterhalb des Schirmes 
ist, so ist der Schatten, den der untere Rand des Schirmes 
^uf einer vertikalen Wand erzeugt, ein Stück einer 
Hyperbel. 
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Alle Punkte einer Hyperbel haben die Eigenschaft, 
daß die Differenz ihrer Abstände von zwei festen Punkten 
Fj F' (Fig. 103), den Brennpunkten, unveränderlich 
ist. Die Gerade durch die Brennpunkte und die in der 
Mitte von F und F^ darauf errichtete Normale sind die 
Achsen der Hyperbel; beiderseits derselben ist die Kurve 
gleichgestaltet (symmetrisch). Die Punkte Ä, A' heißen 
die Scheitel; Ä A' heißt die Hauptachse. Sie ist die 




Fig. 103. 



konstante Differenz der Abstände der Hyperbelpunkte von 
den Brennpunkten: MF^-^MF=AA\ 

Die Figur zeigt uns, daß die Kurve aus zwei ge- 
trennten Asten besteht, die sich ins Unendliche erstrecken. 

Bemerkenswert sind noch die Geraden C und C\ 
Asymptoten genannt, denen sich die Kurvenäste immer 
mehr und mehr nähern, ohne sie aber je zu erreichen. 
Die Asymptoten lassen sich leicht konstruieren, wenn man 
weiß, daß A C normal zu F und C = F ist. Be- 
zeichnet man A mit a (halbe Hauptachse) und A C mit 
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h (halbe Nebenachse) und nimmt A und F zu 
Koordinatenachsen, dann lautet die Hyperbelgleichung: 

^^ _ 2/_^ — 1 

Diese drei wichtigen Kurven, über die wir hier 
allerdings nur summarische Angaben machen konnten, 
liefern einen reichen Stoff zu mannigfaltigen Konstruktionen 
und tragen so zur Erlangung einer gewissen Handfertigkeit 
im Zeichnen von geometrischen Linien bei. Daneben wird 
man fleißig quadrilliertes Papier gebrauchen, die üblichen 
Zeicheninstrumente handhaben, Skizzen aus freier Hand 
anfertigen lassen usw. 



64. Die geteilte Strecke. 

Der Punkt M (Fig. 104) teilt die Strecke AB in 

AM 
die zwei Teile AM und MB. deren Verhältnis V = ^> >^ 

' -^ MB 

sich mit der Lage von M ändert. Ist Mm A, so ist das 
Verhältnis Null, weil AM Null ist; rückt M von A gegen 
Bf so wächst der Wert desselben (da der Zähler größer, 
der Nenner kleiner wird), ist in der Mitte von A B gleich 
1 und, wenn M in B angelangt ist, unendlich, weil dann 
der Nenner Null ist. Rückt nun M über B hinaus, so 
wird MB wegen der umgekehrten Richtung negativ, 
während A M stets positiv bleibt, somit ist das Verhältnis 
jetzt negativ und zunächst wegen des sehr kleinen Nenners 



- 183 — 

sehr groß; in dem Maße, als M weiter nach rechts rückt, 
nimmt y ab, bleibt aber negativ und größer als 1, welchem 
Werte es sich immer mehr nähert, da der Unterschied 
zwischen Zähler und Nenner, im Verhältnis zu diesem 
selbst, immer kleiner wird. 

Lassen wir M von A aus nach links wandern, so 

AM 
ist ^ ^ negativ, weil jetzt der Zähler negativ, der Nenner 

positiv ist, und zunächst sehr klein, weil der Zähler sehr 

Y 




B 



Flg. 104. 



klein ist; sein Wert wächst aber und nähert sich immer 
mehr der Einheit. 

Nähert sich also der Punkt M von links dem Punkte 
A^ so wächst das Verhältnis y von — 1 bis Null ; wandert 
M von A bis B, so wächst y von Null bis oo (unendlich); 
entfernt sich M von B nach rechts, so wächst y von 
— oo bis — 1. 

Trägt man an jeder Stelle, die M einnimmt, den 
bezüglichen Wert von y je nach dem Vorzeichen ober- 
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oder unterhalb ,der Geraden AB auf, so erhält man als 

Schaulmle der Änderung des Verhältnisses "^ y. die in 

Fig. 104 gezeichnete Kurve; es ist eine gleichseitige 

(gleichachsige) Hyperbel, deren Asymptoten die Geraden 

B F, normal zu A B, und X, parallel zu AB im Ab- 
stände 1 unterhalb, sind. 

Die Kurve zeigt, daß es nicht zwei Punkte M gibt, 

AM 
für die das Verhältnis ^rn denselben Wert hätte. Gibt 

man den Wert dieses Verhältnisses samt dem richtigen 
Vorzeichen an, ist dadurch die Lage des Punktes M auf 
der Geraden AB vollständig bestimmt. 



65. Geometrische Harmonien. 

Im vorigen Kapitel sahen wir, daß es immer nur 

einen Punkt M gibt, der eine Strecke AB in einem 

AM 
bestimmten Verhältnisse ^r^ teilt. Wohl aber zeigt die 

M Jj 

Fig. 104, daß es stets zwei Punkte gibt, M und M% 
für welche die beiden Verhältnisse gleichen Wert, aber 

ungleiches Vorzeichen haben. Liegt M zwischen A und By 

A M A M' 

so liegt Jf außerhalb A B, Es ist also ^^-^ = — ^rrrij 

M JJ M JJ 

AM_ M'A 
''^^'' MB~M'B' 

Vier Punkte M\ A, M, B auf einer Geraden, welche 

eine solche Proportion erfüllen, heißen harmonische 

Punkte, die Proportion selbst heißt auch eine harmonische. 
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Diese seltsame Bezeichnung wollen wir erklären. 

AM M' A 
Zunächst formen wir die Proportion -^tf^ = -ryi^ um. Die 

MB M'B 

Strecken M'A^ M'M, M'B bezeichnen wir mit a, m, b; 

dann ist AM=7n — a, MB = b — m und die Proportion 

lautet: 

m — a a . m — a b — m 



b — m 


~b ' 


a 


daraus folgt: 






7n 
a 


= 1- 


m m , m 

* — — V • 


\a 


:) ^ 


2- ^xl 2. 
^' ab m' 


endlich 








1 _ 

m 


.1/1 n 
2 \a hr 



d. h. — ist das arithmetische Mittel von und ^, während 
rn ab 

m das harmonische Mittel von a und b heißt. 

Wenn eine Saite (Violine, Zither) verkürzt wird, gibt 
sie einen höheren Ton, sie macht mehr Schwingungen. 
Die Akustik lehrt nun, daß eine Saite, damit sie nach- 
einander die drei Töne eines Durdreiklanges (Prim, große 
Terz, Quint; do, mi, sol) gibt, so verkürzt werden muß, 
daß sich die Schwingungszahlen wie 4:5:6 oder die 

Längen wie - • -- '- w verhalten. Da nun 5 das arithmetische 

4 o 6 

Mittel von 4 und 6 ist, erfüllen die Zahlen — , ^, w gerade 

4 o 6 
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jene, aus eben diesem Grunde harmonisch genannte 
Proportion; die Saitenlänge für die Terz ist das harmo- 
nische Mittel der Saitenlängen für die Prim und Quint. 

Ist Uy b, Cy ... eine arithmetische Progression, so 

heißt dann die Reihe 

111 

a' P c' 
eine harmonische Reihe. 



• . 




Fig. 105. 

Eine der bemerkenswertesten und für die Geometrie 
wichtigsten Eigenschaften der harmonischen Teilung ist 
folgende:' 

Es sei (Fig. 105) M'AMB ein harmonisches 
Punktequadrupel. Zieht man von einem beliebigen 
Punkte P der Ebene vier Strahlen durch die vier 
Punkte, so erhält man ein harmonisches Strahlen- 
büschel, welches die merkwürdige Eigenschaft hat, daß 
es aus jeder beliebigen hindurch gelegten Geraden stets 
wieder vier harmonische Punkte ausschneidet: M[Ai M^ B^, 
M^ A.> M.^ B^, ... sind wieder harmonische Punkte. 
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66. Ein Paradoxon: 64 = 65. 

In der Mathematik begegnet man häufig paradoxen 
Resultaten, das sind solche, die scheinbar auf richtigem 
Wege erhalten, doch oiTensichtig falsch sind. 

Jedes nicht gelöste Paradoxon ist schädlich, weil 
es Zweifel und Mißtrauen erweckt; jedes erklärte Para- 
doxon hingegen ist lehrreich, weil es die Aufmerksamkeit 
auf eine Falle lenkt und zeigt, welchen Täuschungen man 
zum Opfer fallen kann, somit zur Vorsicht mahnt. Bald 
ist es ein unrichtiger Schluß, bald eine nicht sorgfältig 
genug ausgeführte Konstruktion, was zu einer augen- 
scheinlichen Ungereimtheit führt. 

Haben so die Paradoxa, wenn sie gut dargeboten 
und erklärt werden, unstreitig ihren Platz im Unterricht, 
dürfen sie bei einer Einführung, bei der man nicht in 
die Tiefe geht, nur mit Vorsicht und weiser Beschränkung 
Verwendung finden. 

Aus diesem Grunde habe ich auch bisher kein 
einziges Beispiel dieser Art vorgebracht. Aber nun, fast 
am Ende angelangt, halte ich es nicht für schädlich, eher 
für nützlich, eine Ausnahme zu machen, mit einem übrigens 
sehr bekannten Beispiele, dessen Lösung man den Zögling 
suchen lasse. Doch wird man ihm wohl dabei helfen 
müssen. 

Man schneide (Fig. 106) aus quadrilliertem Papier ein 
Quadrat von 64 Feldern und zerschneide es nach den in 



188 



der Fiffur angegebenen Linien; man erhält so die zwei 
Trapeze A, B und die beiden Dreiecke C, D. 

Setzen wir diese Stücke so zusammen, wie es der 
zweite Teil der Figur zeigt, so erhält man ein Rechteck 
von 5 X 13> ^' i- 6^ Feldern, während das Quadrat nur 
64 hatte. Da beide aus denselben Stücken bestehen^ 
scheint also zu folgen, daß 64 = 65 ist. 
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Fig. 106. 

Die Lösung des Widerspruches ergibt sich durcjfc 
folgende Überlegung. Die Diagonale des Rechteckes im 
zweiten Teil der Figur besteht aus zwei Stücken, der 
Hypotenuse des Dreieckes C und einer Seite des Trapezes 

A, Die Neigung der Hypotenuse gegen die Höhe des 

80 2 

Rechteckes ist , die Neigung der Trapezseite . Diese 

o O 

zwei Brüche ( ,;r, -77-) sind aber nicht gleich, folglich ist 

\4() 40/ 

die Diagonale in Wirklichkeit keine Gerade (nur wegen 



1) Ähnlich wie bei einer Straße, wo das Verhältnis der 
Erhebung zur Länge die Steigung ausdrückt. (Anm. d. Übers.) 
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des kleinen Unterschiedes der beiden Brüche erscheint sie 
so), die vier Punkte auf der Diagonale liegen nicht in 
einer Geraden, sondern sind die Ecken eines sehr lang 
gestreckten Viereckes gerade von der Größe des hinzu- 
gekommenen Feldes. Das Zusammenpassen der Teile zum 
Rechteck ist nur ein scheinbares. 

Nimmt man ein Quadrat von 21 . 21 = 441 Feldern 
und teilt die Seiten in 13 und 8, so ergibt eine ähnliche 
Konstruktion das Paradoxon 441 = 442. Die beiden Brüche 



sind hier 



8 



und 



5 



, sie unterscheiden sich nur um ——, 

2iL 16 J7o 



das ist so wenig, daß die Teile vollkommen zusammen- 
zupassen scheinen. 



67. Magische Quadrate. 

Wenn man die Zahlen 1, 2, ... 9 in die Felder 
eines Quadrates in folgender Weise schreibt: 



4 

8 


9 

O 
1 


2 

7 
6 



beträgt, wie man sieht, in jeder Zeile, in jeder Kolumne 
und in jeder Diagonale die Summe der Zahlen 15. Eine 
solche Figur heißt ein magisches Quadrat^). 



Wahrscheinlich wie die Erfindung des Schachspieles 
indischen Ursprunges. Im Abendlande findet sich das erste 
magische Quadrat auf einem Holzschnitt von Albrecht Dürer. 
(Anm. d. Übers.) 
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Subtrahiert man von jeder Zahl 1, erhält man 




was wieder ein mag>isches Quadrat ist; die magische Kon- 
stante beträgt hier 12. 

Aus den Zahlen 0, 1, 2, ... 24 kann man ein 
magisches Quadrat mit der Konstante 60 bilden. 
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Dieses Quadrat ist noch merkwürdiger; wenn man 
es durch eine vertikale Linie zwischen zwei Kolumnen 
oder durch eine horizontale Linie zwischen zwei Zeilen 
teilt und die beiden Teile gegeneinander vertauscht, 
erhält man immer wieder ein magisches Quadrat. Solchen 
Quadraten hat man den Namen Teufelsquadrat ge- 
geben. 

Die magischen Quadrate, anfangs nur als Spielerei 
betrachtet, haben zu schwierigen mathematischen L'^nter- 
suchungen Anlaß gegeben und bedeutende Mathematiker, 
wie Adam Riese, Stifel, Bachet de Meziriac, De 
la Hire, Sauveur und selbst Fermat, haben es nicht 
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verschmäht, sich damit zu beschäftigen. Neuere Arbeiten 
über diesen Gegenstand lieferten Scheffler und Arnoux^). 
Der Kuriosität halber haben wir geglaubt, auch 
diesen Gegenstand berühren zu sollen. 



68. SchluBbetrachtung. 

Wenn ich Kinder in die hier vorgetragenen mathema- 
tischen Grundlehren einzuführen hätte, würde ich ihnen am 
Schlüsse dieses Unterrichtes folgendes mit auf den Weg geben. 

Ihr beginnt nunmehr Euer eigentliches mathematisches 
Studium. Je nach Euren Neigungen und Eurem künftigen 
Berufe wird dasselbe mehr oder weniger ausgedehnt sein; 
aber innerhalb gewisser Grenzen ist ein solches für alle 
unentbehrlich. 

Bis jetzt habt Ihr keine Mathematik studiert, sondern 
nur auf unterhaltende Art eine Anzahl nützlicher Dinge 
kennen gelernt. Habt Ihr Euch dabei angestrengt, so 
geschah es freiwillig. Man hat an Euch, zumal an Euer 
Gedächtnis, keine besonderen Ansprüche gestellt. 

Bevor Ihr noch schreiben und lesen konntet, habt 
Ihr bereits mit Hilfe verschiedener Gegenstände Zahlen 
zusammensetzen und verschiedene Rechnungen ausführen 



J) Arnoux: Arithmötique graphique; Les Espaces arith- 
metiques hypermagiques. 

Vgl. auch Schubert, Mathematische Mußestunden. (Anm. 
d. Übers.) 
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gelernt. Durch die Verwendung der Ziffern wurde hierauf 
das praktische Rechnen wesentlich vereinfacht. . Dadurch, 
daß man immer Euer Augenmerk auf die Gegenstände 
selbst richtete und nicht nur auf die Zahlen, die von jenen 
abstrahiert sind, ist Euch schon frühzeitig der Begriff der 
negativen Zahlen vertraut geworden. Einige, allerdings nur 
ausgesprochene, nicht bewiesene Bemerkungen über Geo- 
metrie haben genügt, das enge Band aufzuzeigen, das 
zwischen der Wissenschaft der Zahlgrößen und jener der 
Raumgrößen besteht. 

Ihr habt die Brüche und das Rechnen mit ihnen 
kennen gelernt. 

Dann wurdet Ihr mit den Progressionen und Permu- 
tationen bekannt gemacht, sowie mit einigen außerordentlich 
großen Zahlen, zu denen man durch dieselben kommt. 

Nach einigen Ausführungen über Geometrie sind 
Euch der Begriff und die Konstruktion der Schaulinien 
und einige Anwendungen derselben, besonders auf Bewe- 
gungsaufgaben, vorgeführt worden. Dabei seid Ihr bis an 
die Pforten der analytischen Geometrie gelangt, habt 
wenigstens die Gestalt und die Gleichungen der drei 
wichtigsten Kurven kennen gelernt. 

Von all diesen Dingen wird Euch etwas, ob viel 
ob wenig, im Gedächtnis haften bleiben. Zugleich habt 
Ihr, ohne Euch dessen bewußt zu sein, gewisse geistige 
Fertigkeiten erworben, die Euch später von Nutzen sein 
werden. 
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Von jetzt ab tritt an die Stelle des Spieles das Studium: 
Ihr werdet Euren Geist, vielleicht auch Euer Gedächtnis 
anstrengen müssen. Diesen Anstrengungen werdet Ihr um 
so eher gewachsen sein, als Eure Kräfte bisher geschont 
wurden, Ihr aber trotzdem mehr Kenntnisse besitzet, als 
Eure Altersgenossen, die man damit gequält hat, sich 
Worte verständnislos zu merken. 

In den meisten Partien Eures späteren * Studiums 
werdet Ihr auf Bekanntes stoßen; die Scheu vor dem 
Neuen, Unbekannten wird Euch zumeist erspart bleiben. 
Glaubet indessen nicht, daß Ihr keinen Schwierigkeiten 
begegnen werdet; sie werden nicht ausbleiben; aber Ihr 
werdet Euch bewußt sein, daß sie in der Natur der Sache 
begründet sind und überwunden werden müssen, wenn 
man sich nützliche und interessante Kenntnisse erwerben 
will. Und das wird Euch den nötigen Mut verleihen. Durch 
Spiel habt Ihr Euch Kenntnisse angeeignet, die Euer 
Studium erleichtern werden. Durch Arbeit werdet Ihr 
hinfort aus ihnen Nutzen ziehen; Ihr werdet Eure Ver- 
standeskräfte üben und Eure Kenntnisse vermehren. Aber 
diese Arbeit wird, wenn sie auch kein Spiel mehr ist, 
doch auch keine Fronarbeit sein. Ihr werdet, ihren Nutzen 
erkennend. Gefallen daran finden; nach und nach wird sie 
Euch ein Lebensbedürfnis werden; sie wird Euch nicht 
nur leicht, sondern unentbehrlich sein. 

Im Falle von Schwierigkeiten habt Ihr in Euren 
Lehrern Führer und Ratgeber; aber fraget sie nicht zu 

Laisant, F.infnhnju<4 in die iviijtlipmatik. 13 
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viel. Die freie, persönliche Anstrengung allein führt zum 
Ziele. An diese habt Ihr Euch bereits bei Euren kindlichen 
Spielen unbewußt gewöhnt. Daraus könnt Ihr jetzt Nutzen 
ziehen, indem Ihr für das Werk Eurer Belehrung Euren 
ganzen Vorrat an Geduld, Willensstärke und Tatkraft 
einsetzet! 

So etwa müßte man zu den Zöglingen am Ende der 
Einführung und am Vorabend des Beginnes ihrer 
Studien sprechen. Mit diesen Ideen selbst aber müssen sie 
schon während des ganzen ersten Unterrichtes durchtränkt 
werden. Dem Lehrer kommt es ferner zu, den Schüler 
auch auf den neuen Wegen, denen er zu folgen berufen 
ist, zu orientieren. 

Dieser erste Lehrer sollte nach meinem Dafürhalten 
die Familie «ein. Aber selbst wenn dies aus irgend welchen 
persönlichen oder sozialen Gründen nicht der Fall sein 
könnte, sollten sich doch die Eltern stets vor Augen 
halten, daß es ihre erste Pflicht ist, die geistige Ent- 
wicklung ihres Kindes zu überwachen und wenigstens der 
Bundesgenosse des Erziehers zu sein, wenn sie schon 
dieser nicht selbst sein können. 

Ist der erste Unterricht beendet und beginnen die 
Studien, dann werden die Pflichten der Eltern womöglich 
noch gebieterischer. Ihre Verantwortlichkeit ist eine 
schwere; denn durch ihre Entscheidung kann die ganze 
Zukunft ihres Kindes beeinflußt werden, im guten wie im 
schlimmen Sinne. 
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An die Familie will ich mich daher jetzt mit ein 
paar nach meiner Meinung nützlichen Ratschlägen wenden, 
wie sie mir gerade einfallen; jeder kann davon für sich 
nehmen, was er für gut hält. 

Zunächst sind wir wohl darüber einig, daß ein 
Rechenunterricht für jedes Kind unentbehrlich ist, ohne 
Unterschied des Geschlechtes, Vermögens und der sozialen 
Stellung. Die Frauen wie die Männer brauchen eine 
mathematische Schulung; das tägliche Leben, das häusliche 
ganz ebenso wie das geschäftliche, erfordern von uns 
mathematische Kenntnisse. 

Ich will es mich nicht verdrießen lassen, einen Ein- 
wand, den ich schon lOOmal zurückgewiesen habe, noch 
einmal zu entkräften. „Hat mein Kind Anlage für die 
Mathematik? Wenn nicht, dann ist es schade, Zeit zu 
verlieren; ich habe nicht den Ehrgeiz, einen Mathematiker 
aus ihm zu machen". 

Vortrefflich; aber als Sie dieses selbe Kind lesen 
und schreiben lehrten, haben Sie sich da auch gefragt, 
ob es dafür eine natürliche Begabung hat oder nicht V 
Als Sie ihm den ersten Zeichenunterricht erteilen ließen, 
dachten Sie da, es wäre berufen, ein großer Maler zu 
werden? Niemand bestreitet, daß es für jedermann von 
Nutzen ist, seine Gedanken in seiner Muttersprache richtig 
ausdrücken zu können; und doch bildet man sich nicht ein, 
daß deswegen jeder Zögling gleich ein Goethe, Shake- 
speare oder Paul Louis Courier werden sollte. 

t3* 



— 196 — 

Mit der Mathematik ist es nicht anders; der Unter- 
richt macht keine Gelehrten und will es auch gar nicht; 
aber es gibt in jedem Gegenstande einen gewissen Stock 
von nützlichen Kenntnissen, die für einen jeden nötig und 
bei normaler Beschaffenheit des Gehirnes auch von einem 
jeden leicht zu erwerben sind. 

Das aber könnte in viel kürzerer Zeit geschehen, als 
es bei dem üblichen Unterrichte geschieht. 

In unserem Gegenstande ist der Komplex von 
Kenntnissen, den der niedere und mittlere Unterricht ver- 
mittelt, das, was man die elementare Mathematik nennt. 
Jedes Kind kann, ob es dazu besonders begabt ist oder 
nicht, sich diese Kenntnisse aneignen, geradeso wie es 
richtig lesen und schreiben lernt. Hat es das angeborene 
Talent zum Mathematiker, wird es schon von selbst später 
ein solcher werden; ist es für die Literatur begabt, wird 
aus ihm ein Schriftsteller werden. Die Schule selbst hat 
noch nie Gelehrte und Künstler gemacht. Ihr Ziel kann 
nur sein, Menschen heranzubilden. 

Über diesen Punkt ist kein Bedenken möglich. Ihr 
Kind muß sich die allen notwendigen elementaren mathe- 
matischen Kenntnisse aneignen. 

Aber wie und wo erhält es, Ihren Mitteln, Ihrer 
Bildung und Geschmacksrichtung entsprechend, diese Unter- 
weisung? 

Ich kann hier nur von Frankreich sprechen, aber 
im großen ganzen dürfte sich die Sache fast überall 
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ähnlich verhalten. Wir haben einen Elementarunterricht 
und einen in zahlreiche Zweige geteilten mittleren und 
höheren Unterricht. Hier muß man eine Wahl treffen und 
gerade in dieser so wichtigen Angelegenheit bin ich außer- 
stande, einen nützlichen Rat zu erteilen. 

Unser Volksschulunterricht ist ziemlich gut. Was 
den Mittelschulunterricht anbelangt, will ich, um mich 
kurz zu fassen, nur eine Stelle aus einer Studie von 
Ascoli anführen; man könnte darin eine allerliebste Ironie 
sehen und würde sich kaum täuschen: 

„Um die Bedeutung der Realwissenschaften zu heben, 
müßte man ihnen jenen breiteren Raum gewähren, der 
ihnen für die Bildung des Verstandes zukommt. Bis jetzt 
fiel diese Rolle den humanistischen Fächern zu, während 
die realistischen nur Prüfungsgegenstände waren, bar 
jedes erziehlichen Charakters." 

Man kann ruhig lesen: bis jetzt hat unser Mittel- 
schulunterricht die Jugend verbildet, während es in 
Zukunft so bleiben wird. 

Und wenn man bedenkt, daß die Mittelschullehrer, 
Männer von hoher Bildung, sich mit der größten Gewissen- 
haftigkeit ihrer Aufgabe widmen, erzittert man bei dem 
Gedanken an die Verheerungen, die der Geist der 
Schablone, begünstigt von einer verzopften Verwaltung, 
anrichten kann. 

Wie auch Ihre Entscheidung getroffen sein mag, auf 
keinen Fß\\ lassen Sie die Aufsicht über die Erziehung 
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Ihres Kindes aus der Hand. Bevor Sie es einer Anstalt 
anvertrauen, haben Sie das Recht und die Pflicht, sich 
über den Geist des Unterrichtes, die Unterrichts- und 
Arbeitsmethoden zu erkundigen. Lassen Sie sich in dieser 
Hinsicht durch keinen Direktor, Vorstand, oder welchen 
Titel er immer führen mag, einschüchtern, daß das alles 
Sie nichts angehe. 

Nur zwei Beobachtungen mögen Ihnen eine Idee von 
einem Unterrichte geben, vor dem Sie sich in acht 
nehmen sollen. 

Es gibt Schulen, welche für den Unterricht im 
metrischen System kein einziges Maß besitzen, weder ein 
Metermaß, noch einen Liter, noch Gewichte u. dgl. 

Im geometrischen Unterrichte geht man seit Jahr- 
hunderten, man könnte sagen seit den griechischen Geo- 
metern, nach einer ermüdenden, unvernünftigen Methode 
vor, die den Schüler entmutigt und abstößt, zumal den 
Anfanger. Vor mehr als 30 Jahren, im Jahre 1874, ver- 
öffentlichte ein Gelehrter von hohem Ansehen, Charles 
Meray, Professor an der Universität von Dijon, unter 
dem Titel „Nouveaux Clements de Geometrie" ein 
sehr bemerkenswertes Buch, in welchem er die ebene und 
räumliche Geometrie zugleich behandelt und die Lehrsätze 
experimentellen Charakters aufzeigt, die die Schulmethode 
heuchlerisch verschweigt. Die Unterrichtsverwaltung tobte, 
aber mit der Zeit verschaffte sich die neue Methode in 
vielen Schulen Eingang. Und überall zeitigte sie bemerkens- 
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werte Resultate, so daß sich schließlich die Unterrichts- 
behorde veranlaßt sah, sie allgemein einzuführen. 

Ich schließe mit einem Worte von Emile Borel: 
„Ein mathematischer Unterricht, der theoretisch und 
praktisch zugleich ist, kann auf die Ausbildung des Geistes 
den glücklichsten Einfluß ausüben." 
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